
2.3 Неравенство Бесселя

Утверждение 2.4. Если ∫ π

−π
|f(x)|2dx <∞,

то для коэффициентов Фурье функции f(x), справедливо неравенство
∞∑
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|cn|2 ≤
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2π

∫ π

−π
|f(x)|2dx.

Доказательство. Вычислим коэффициенты Фурье функции f(x) и рассмот-
рим частичную сумму её ряда Фурье

SN(x) =
N∑

n=−N

cne
inx.

Так как∫ π
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|f(x)− SN(x)|2dx =
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=
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+
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−π

N∑
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N∑
m=−N

cme
−imxdx,

то, используя выражения для коэффициентов Фурье и равенство∫ π

−π
ei(n−m)xdx =

{
2π, m = n,
0, m ̸= n,

можно записать, что

0 ≤
∫ π

−π
|f(x)− SN(x)|2dx =

=

∫ π

−π
|f(x)|2dx−
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n=−N
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∫ π

−π
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|f(x)|2dx− 2π
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|cn|2.

Таким образом, для любого числа N
N∑

n=−N

|cn|2 ⩽
1

2π

∫ π

−π
|f(x)|2dx.

Так как правая часть неравенства, по условию на функцию f(x), ограниче-
на, то можно перейти к пределу при N → ∞, и получить неравенство, которое
и называют неравенством Бесселя

∞∑
n=−∞

|cn|2 ⩽
1

2π

∫ π

−π
|f(x)|2dx.



Применяя равенства, выражающие коэффициенты Фурье cn, через коэф-
фициенты Фурье an, bn, можно получить, что
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|cn|2 =
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=
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(
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.

Таким образом, неравенство Бесселя запишется в виде

|a0|2

2
+
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∫ π

−π
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