
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

Ëåêòîð � Åêàòåðèíà Þðüåâíà Áàëàêèíà

Ïðîãðàììà êóðñà ëåêöèé

(3-é ñåìåñòð, ëåêöèè 34 ÷., ñåìèíàðû 34 ÷., ýêç.)

1. Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Óðàâíåíèå y′ = f(x, y). Îïðåäåëåíèå ðåøåíèÿ.
Íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå. Çàäà÷à Êîøè. Òåîðåìà Ïåàíî ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ.

Òåîðåìà Ïèêàðà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåð-
ïðåòàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ è åãî ðåøåíèé. Ïîëå íàïðàâëåíèé, ïîðîæ-
äàåìîå äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, èçîêëèíû. Óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ
ïåðåìåííûìè. Îäíîðîäíûå è îáîáù¼ííî-îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ. Ëèíåéíîå óðàâíå-
íèå. Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè. Óðàâíåíèå Áåðíóëëè. Óðàâíåíèå Ðèêêàòè. Óðàâíåíèå â
ñèììåòðè÷íîé ôîðìå: ïîëå íàïðàâëåíèé íà ïëîñêîñòè, èíòåãðàëüíûå ëèíèè, ñâÿçü ñ
ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ.
Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü è óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ íåãî. Äîêà-
çàòåëüñòâî òåîðåìû Ïèêàðà äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òåîðåìà î ïîêèäàíèè
êîìïàêòà. Ïîâåäåíèå íåïðîäîëæàåìûõ ðåøåíèé â ¾âåðòèêàëüíîé ïîëîñå¿. Ìåòîäû
ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

2. Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèÿ âûñîêîãî

ïîðÿäêà

Íîðìàëüíûå ñèñòåìû. Çàïèñü ñèñòåìû â âåêòîðíîé ôîðìå. Ïîâåäåíèå íåïðîäîë-
æàåìûõ ðåøåíèé. Òåîðåìà Óèíòíåðà. Óðàâíåíèå y(n) = f(t, y, y′, . . . , y(n−1)), ñâåäåíèå
ê ñèñòåìå, ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè.

3. Îáùàÿ òåîðèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì

Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû
Ẋ = A(t)X + B(t). Ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè, ñâÿçü ðåøåíèé íåîäíîðîäíîé è îäíîðîä-
íîé ñèñòåìû. Ëèíåéíîñòü ïðîñòðàíñòâà L âñåõ íåïðîäîëæàåìûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîé
ñèñòåìû Ẋ = A(t)X. Îïðåäåëèòåëü Âðîíñêîãî, åãî ñâÿçü ñ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ
ðåøåíèé. Ôîðìóëà Ëèóâèëëÿ � Îñòðîãðàäñêîãî. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé
îäíîðîäíîé ñèñòåìû. Ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé (ÔÑÐ). Ôóíäàìåíòàëüíûå
ìàòðèöû è èõ ñâîéñòâà. Ïîñòðîåíèå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ìåòîäîì Ëàãðàíæà âàðèàöèè
ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ.
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4. Ëèíåéíûå ñèñòåìû

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ïîñòðîåíèå ÔÑÐ äëÿ ñèñòåìû Ẋ = AX ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðè
ïîìîùè áàçèñà Æîðäàíà ìàòðèöû A. Ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà è åå èñïîëüçîâàíèå äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ôîðìóëû îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ è íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì
óðàâíåíèé. Êîìïëåêñíûå ëèíåéíûå ñèñòåìû, ñâåäåíèå ê äåéñòâèòåëüíûì ñèñòåìàì.

5. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà

Ëèíåéíîå óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà, ñâåäåíèå ê ëèíåéíîé ñèñòåìå. Èçîìîðôèçì ìåæäó
ïðîñòðàíñòâàìè íåïðîäîëæàåìûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ñèñòåìû. Òåîðèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ n-ãî ïîðÿäêà êàê ñëåäñòâèå òåîðèè ëèíåé-
íûõ ñèñòåì. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïîñòðîåíèå ÔÑÐ.
×àñòíîå ðåøåíèå â ñëó÷àå êâàçèïîëèíîìèàëüíîé íåîäíîðîäíîñòè. Ìåòîä âàðèàöèè
äëÿ îòûñêàíèé ÷àñòíûõ ðåøåíèé.

6. Êðàåâûå çàäà÷è

Ïîíÿòèå êðàåâîé çàäà÷è. Òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè êðàåâîé çàäà-
÷è. Ñòðóêòóðà ðåøåíèé â ñëó÷àå íåîäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè. Ñâåäåíèå ê çàäà÷å ñ
îäíîðîäíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè è åå ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè çàäà÷è Øòóðìà � Ëèóâèëëÿ: ñóùå-
ñòâîâàíèå âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé; ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé; îðòîãîíàëüíîñòü (ñ âåñîì) ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé; îäíîñòîðîííÿÿ îãðà-
íè÷åííîñòü ñïåêòðà. Ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì êðàåâîé çàäà÷è.
Ýêâèâàëåíòíîñòü êðàåâîé çàäà÷è èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ ñ íåïðåðûâíûì ñèììåò-
ðè÷íûì ÿäðîì.

Ëèòåðàòóðà

1. Ïåòðîâñêèé È. Ã.Ëåêöèè ïî òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
2. Ïîíòðÿãèí Ë.Ñ. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.
3. Àðíîëüä Â.È. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.
4. Ýëüñãîëüö Ë.Ý. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå.
5. Ãàíòìàõåð Ô.Ð. Òåîðèÿ ìàòðèö.
6. Ôèëèïïîâ À.Ô. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.
7. Ðîìàíêî Â.Ê. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.
Ì.: Ëàáîðàòîðèÿ áàçîâûõ çíàíèé, 2002.
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Ïëàí ñåìèíàðîâ

Óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

1. Ïîëå íàïðàâëåíèé, èçîêëèíû, çàäà÷à Êîøè. 1,5 ñåìèíàðà
2. Óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. 1 ñåìèíàð
3. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå. 1 ñåìèíàð
4. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå, óðàâíåíèå Áåðíóëëè. 1,5 ñåìèíàðf
5. Óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ,

èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü. 1 ñåìèíàð

Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è óðàâíåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è Êîøè. Ñóùåñòâîâàíèå
è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ. Èñïîëüçîâàíèå
òåîðåìû Ïèêàðà. Óðàâíåíèÿ, äîïóñêàþùèå
ïîíèæåíèå ïîðÿäêà. 3 ñåìèíàðà

Ëèíåéíûå ñèñòåìû è óðàâíåíèÿ âûñîêîãî ïîðÿäêà

1. Ëèíåéíûå ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè, ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà. 1,5 ñåìèíàðà

2. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè
êîýôôèöèåíòàìè, îäíîðîäíûå è íåîäíîðîäíûå.
Óðàâíåíèå Ýéëåðà. 2,5 ñåìèíàðà

3. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè, ôîðìóëà
Îñòðîãðàäñêîãî-Ëèóâèëëÿ. 1 ñåìèíàð

Êðàåâûå çàäà÷è

1. Ïðÿìîå ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷,
ðåãóëÿðíûõ è ñèíãóëÿðíûõ. 0.5 ñåìèíàðà

2. Ïîñòðîåíèå ôóíêöèè Ãðèíà è ðåøåíèå
ñ åå ïîìîùüþ êðàåâûõ çàäà÷. 1 ñåìèíàð

3. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå
ôóíêöèè êðàåâûõ çàäà÷. 0.5 ñåìèíàðà
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Çàäàíèÿ

ïî äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì

3-é ñåìåñòð

Â òå÷åíèå ñåìåñòðà ñòóäåíò îáÿçàí ñäàòü ïðåïîäàâàòåëþ â óñòíîé ôîðìå âñå çàäà-
÷è èç ïðèâåä¼ííîãî íèæå ñïèñêà è âûïîëíèòü òðè ïèñüìåííûå êîíòðîëüíûå ðàáîòû.
Íå âûïîëíèâøèå ýòî óñëîâèå íå äîïóñêàþòñÿ ê ýêçàìåíó.

Çàäàíèå 1 (ñäàòü äî 23 îêòÿáðÿ)

1. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

y′ =
x3

y
.

Ñ ïîìîùüþ èçîêëèí ïîñòðîèòü êàðòèíó ðåøåíèé, íàéòè îáëàñòè âîçðàñòàíèÿ è óáû-
âàíèÿ. Èññëåäîâàòü âûïóêëîñòü ðåøåíèé, íàéòè ëèíèþ ïåðåãèáà.

2. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

y′ =
y2 − xy
x2

.

Ñ ïîìîùüþ èçîêëèí ïîñòðîèòü êàðòèíó ðåøåíèé. Óêàçàòü, êàêîé òèï ñèììåòðèè
èìååò êàðòèíà ðåøåíèé. Íàéòè îáëàñòè âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ. Èçîáðàçèòü ïðÿ-
ìîëèíåéíûå èíòåãðàëüíûå êðèâûå. Èññëåäîâàòü âûïóêëîñòü ðåøåíèé, íàéòè ëèíèè
ïåðåãèáà. Ñêîëüêî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (x0, y0), åñëè x0 6= 0?

3. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

y′ =
−x− 2

2x+ y + 3
.

4. Äëÿ óðàâíåíèÿ
y′ = 4y sin2 x− sin 2x

äîêàçàòü óòâåðæäåíèÿ:
à) ñóùåñòâóåò ðåøåíèå y∗(x), −∞ < x < +∞, îãðàíè÷åííîå íà R, è òàêîå ðåøåíèå

òîëüêî îäíî; äàòü åãî ôîðìóëó; îöåíèòü âåðõíþþ ãðàíèöó åãî ìîäóëÿ;
á) ïîêàçàòü, ÷òî y∗(x) � π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ.
5. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

y′ + 2y tg x = 2
cosx

1 + x2
√
y.

6. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

y

(
y2 − 1

x2

)
dx− x

(
y2 +

3

x2

)
dy = 0.

4



Çàäàíèå 2 (ñäàòü äî 27 íîÿáðÿ)

1. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè 
2(y′)2 = 2yy′′ + y + 2,
y(1) = 1,
y′(1) = 0.

2. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè
y(xy′′ + y′) = x(y′)2(1− x4),
y(1) = 1,
y′(1) = 4.

3. Ðåøèòü óðàâíåíèå

xyy′′ = x(y′2) + yy′ + y2.

4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû
ẋ = 2x− 2y − z,
ẏ = −y,
ż = x− 2y.

Âûïèñàòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé, ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.
5. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû

ẋ = 4x− 7y − z,
ẏ = 2x− 3y − z,
ż = −2x+ 2y + 3z.

Âûïèñàòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé, ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.
6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû

ẋ = −2x+ z,
ẏ = −x− 2y + 3z,
ż = −y + z.

Âûïèñàòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé, ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.
7. Íàéòè âñå âåùåñòâåííîçíà÷íûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû{

ẋ = 2x− y,
ẏ = x+ 2y.

Âûïèñàòü ôóíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé, ôóíäàìåíòàëüíóþ ìàòðèöó ðåøåíèé.
8. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû

ẋ = x− y + et

sin t
,

ẏ = x+ y +
et

cos t
.
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Çàäàíèå 3 (ñäàòü äî 30 äåêàáðÿ)

1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ − 6y′ + 9y = −e
3x

x2
.

2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ + y′ − 30y = xe5x.

3. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y′′ − 6y′ + 10y = sinx+ e3x.

4. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

y(4) + 4y′′ + 4y = x2 + e−2x + cosx.

5. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

x2y′′ − xy′ + y =
x

lnx
+ lnx.

6. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

x2 lnx y′′ − (lnx+ 1)xy′ + (lnx+ 1)y = 2x.

7. Ïðè êàêèõ a ∈ R è f(x) ∈ C([0, π]) êðàåâàÿ çàäà÷à
y′′ + y = f(x),
y(0) + ay′(0) = 0,
y(π) = 0

à) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, á) íå èìååò ðåøåíèé, â) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî
ðåøåíèé?

8. Íàéòè ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è
x2y′′ + 3xy′ + y = f(x),
y(1) = 0,
y(e) = 0.

Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ Ãðèíà.
9. Íàéòè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå ôóíêöèè êðàåâîé çàäà÷è{

x2y′′ + xy′ = λy,
y′(1) = y(e) = 0.

Ïðîãðàììó ñîñòàâèëà ê.ô.-ì.í. Å.Þ. Áàëàêèíà
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