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ÃËÀÂÀ I. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÏÅÐÂÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ

�1. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Íà÷í¼ì ñ òîãî, ÷òî òàêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (ä.ó.).
Îïðåäåëåíèå. Îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì 1-îãî ïîðÿäêà íà-

çûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

G(x, y, y′) = 0,

ãäå x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, x ∈ 〈a, b〉, y(x) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, y′ = dy
dx

�
ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y.

Ðàññìàòðèâàåì ñëó÷àé, êîãäà x ∈ R, y(x) � âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ.{
Îáîçíà÷àåì ÷åðåç 〈a, b〉 ïðîìåæóòîê âåùåñòâåííîé ïðÿìîé R, êîãäà íå âàæíî,

âêëþ÷åíû ãðàíè÷íûå òî÷êè â íåãî èëè íåò, ò.å. ýòî ìîæåò îçíà÷àòü âñå âàðèàíòû:

[a, b], (a, b), [a, b), (a, b].

}
Îïðåäåëåíèå. Îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì n-îãî ïîðÿäêà íà-

çûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

G
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0,

ãäå x � íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, x ∈ 〈a, b〉, y(x) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, y(i) = diy
dxi

�
i-àÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè y, i = 1, . . . , n.{

Â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âûäåëÿþò âñåãî äâà òèïà óðàâíåíèé.

Ïåðâûå � ýòî îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ýòî òå, â êîòîðûõ íåèç-
âåñòíàÿ ôóíêöèÿ y çàâèñèò îò îäíîé ïåðåìåííîé (ó íàñ x ∈ 〈a, b〉 ⊂ R) è, ñîîò-
âåòñòâåííî, ïðèñóòñòâóþò ïîëíûå ïðîèçâîäíûå y′, y′′, y′′′ . . . Âòîðûå � ýòî óðàâíå-
íèÿ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ýòî â ñëó÷àå, êîãäà íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ y çàâèñèò
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îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ x1, x2, x3 è ò.ä, à â óðàâíåíèè òîãäà èìåþòñÿ ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ïî ýòèì ïåðåìåííûì. Ïî÷òè âåñü íàø êóðñ ïîñâÿù¼í îáûêíîâåííûì

äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì.

}
Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðîñòåéøèõ ïðèìåðîâ âîçíèêíîâåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé ïðè îïèñàíèè ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.
Ïðîöåññ ðàñïàäà ðàäèîàêòèâíîãî âåùåñòâà. Ïóñòü y(t) � êîëè÷åñòâî âåùå-

ñòâà, íåðàñïàâøåãîñÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè t. Èçâåñòíî, ÷òî ñêîðîñòü ðàñïàäà ïðàïîð-
öèîíàëüíà êîëè÷åñòâó âåùåñòâà, ïîýòîìó ïîëó÷àåì çàêîí ïðîöåññà ðàñïàäà:

dy

dt
= −γy,

ãäå γ � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, γ = const. Çíàê ìèíóñ â ïðàâîé ÷àñòè
ñòîèò, ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî âåùåñòâà óìåíüøàåòñÿ.

Ïîëó÷èëè äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 1-îãî ïîðÿäêà. Ðåøåíèå åãî y(t) = Ce−γt,
ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.

Óðàâíåíèå êîëåáàíèÿ. Ðàññìîòðèì äâèæåíèå òî÷êè ìàññû m ïî ãîðèçîíòàëü-
íîé ïðÿìîé ïîä äåéñòâèåì ñèëû óïðóãîñòè ïðóæèíû æ¼ñòêîñòè k. Îòêëîíåíèå òåëà
â ìîìåíò âðåìåíè t îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç x(t), òîãäà â ñèëó
âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè áóäåò ñëåäóþùèì:

mẍ = −kx.

Îáû÷íî ýòî óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

mẍ+ kx = 0.

Åãî ðåøåíèå

x(t) = C1 cos

(√
k

m
t

)
+ C2 sin

(√
k

m
t

)
,

ãäå C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. Âîñïîëüçîâàâøèñü òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôîð-
ìóëîé ñèíóñà ñóììû, ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü èíà÷å

x(t) = A sin

(√
k

m
t+ α

)
.

Àìïëèòóäó A è íà÷àëüíóþ ôàçó α ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü èç íà÷àëüíûõ óñëî-

âèé, ò.å. îò ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè â ìîìåíò t = 0. ×àñòîòà êîëåáàíèé ω =
√

k
m

îïðåäåëÿåòñÿ ìàññîé òåëà è æ¼ñòêîñòüþ ïðóæèíû.
{íóæåí ðèñóíîê}
Óðàâíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè òî÷-

êà ìàññû m, ïîäâåøåííàÿ íà íåðàñòÿæèìîé íèòè äëèíû l, äâèæåòñÿ ïî îêðóæíî-
ñòè. Óãîë îòêëîíåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t îò âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ϕ(t). Ñèëà
òÿæåñòè, äåéñòâóþùàÿ íà òåëî, ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ñîñòàâëÿþùèå. Ñîñòàâëÿþùàÿ,
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íàïðàâëåííàÿ ïî ðàäèóñó, óðàâíîâåøèâàåòñÿ ñèëîé íàòÿæåíèÿ íèòè, ñîñòàâëÿþùàÿ
ïî êàñàòåëüíîé ðàâíà −mg sinϕ (åñëè çà ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå íà êàñàòåëü-
íîé ïðèíÿòü íàïðàâëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå âîçðàñòàíèþ óãëà ϕ). Ïî âòîðîìó çàêîíó
Íüþòîíà

mẍ = −mg sinϕ,

ãäå x(t) � äëèíà äóãè îêðóæíîñòè, ò.å. x(t) = lϕ(t), òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì

lϕ̈+ g sinϕ = 0.

Ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé â âèäå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, íî èõ ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ñóììû áåñêîíå÷íûõ ðÿäîâ. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óãîë ϕ â ïðîöåññå
äâèæåíèÿ ìàë, òî ìîæíî çàìåíèòü sinϕ íà ϕ, òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä óðàâíåíèÿ
êîëåáàíèÿ èç ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà:

lϕ̈+ gϕ = 0.

{íóæåí ðèñóíîê}

Èòàê, ïåðåéä¼ì ê òåîðèè.
Â íàøåì êóðñå ìû â îñíîâíîì áóäåì èçó÷àòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ðàç-

ðåø¼ííûå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé.
Âîçüì¼ì ôóíêöèþ f : D → R, ÷òî îçíà÷àåò âåùåñòâåííîçíà÷íóþ ôóíêöèþ ñ îá-

ëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D. Ìíîæåñòâî D äâóìåðíîå, ò.å. D ⊂ R2. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå
âèäà

y′ = f(x, y). (1)

Ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàçðåø¼ííîå îòíîñèòåëüíî ïå-
ðåìåííîé.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ y : 〈a, b〉 → R íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ (1), åñëè ïðè ïîäñòàíîâêå ýòîé ôóíêöèè â (1) ïîëó÷èì òîæåñòâî, ò.å.
y′(x) = f(x, y(x)) äëÿ âñåõ x ∈ 〈a, b〉.

Çàìå÷àíèå ê îïðåäåëåíèþ.
à) Ñðàçó áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåøåíèå îïðåäåëåíî íà îäíîì èíòåðâàëå. Ýòî

óäîáíî áóäåò â äàëüíåéøåì: âî-ïåðâûõ, ðåøåíèÿ íóæíû áóäóò íåïðåðûâíûå, âî-
âòîðûõ, êîãäà áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèå íà÷àëüíûì äàííûì, ýòî
óñëîâèå ïîçâîëèò íàõîäèòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

á) Ôóíêöèÿ f äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà â òî÷êå (x, y(x)) äëÿ âñåõ x ∈ 〈a, b〉, çíà÷èò,
(x, y(x)) äëÿ âñåõ x ∈ 〈a, b〉 ïðèíàäëåæèòD � îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f . Èíà÷å
ãîâîðÿ, ãðàôèê ôóíêöèè y(x) äëÿ x ∈ 〈a, b〉 ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó D.

â) Äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ïðîèçâîäíàÿ y′(x) äëÿ âñåõ x ∈ 〈a, b〉, à ñëåäîâàòåëüíî,
y ∈ C(〈a, b〉), ò.å. ôóíêöèÿ y(x) íåïðåðûâíà íà 〈a, b〉.

�2. Íåïðîäîëæàåìûå ðåøåíèÿ. Çàäà÷à Êîøè. Òåîðåìà Ïåàíî. Òåîðåìà
Ïèêàðà.

Ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð
y′ = y.
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Ìîæíî óêàçàòü äâà ðåøåíèÿ: y(x) = ex, x ∈ (−12, 12], è y(x) = ex, x ∈ [−5, 3). Ýòî äâå
ðàçëè÷íûå ôóíêöèè (ïîñêîëüêó îáëàñòè îïðåäåëåíèé ðàçëè÷íû, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
îíè ñîâïàäàþò íà îáùåì èíòåðâàëå ñóùåñòâîâàíèÿ), çíà÷èò, ýòî äâà ðàçëè÷íûõ ðå-
øåíèÿ. Èç èõ ïðåäñòàâëåíèÿ âèäíî, ÷òî ïåðâîå êàê áû "ïðîäîëæàåò" âòîðîå. Ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü ýòî áîëåå ñòðîãî.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ : 〈a, b〉 → R ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ä.ó. (1), ôóíê-
öèÿ ψ : 〈c, d〉 → R òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ä.ó. (1). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå ϕ
ïðîäîëæàåò ψ, åñëè
à) 〈c, d〉 ⊂ 〈a, b〉,
á) ϕ(x) = ψ(x) äëÿ âñåõ x ∈ 〈c, d〉.

{íóæåí ðèñóíîê}
Òàêèì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü "ñàìîå äëèííîå ðåøåíèå" , òî, êîòîðîå íåëüçÿ

ïðîäîëæèòü íè âëåâî, íè âïðàâî.
Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíèå ϕ : 〈a, b〉 → R ä.ó. (1) � íåïðîäîëæàåìîå, åñëè íå ñóùå-

ñòâóåò íè îäíîãî ïðîäîëæàþùåãî åãî ðåøåíèÿ.
Â äàëüíéøåì ðåøåíèÿ ñðàçó áóäåì ïðåäïîëàãàòü íåïðîäîëæàåìûìè.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ä.ó.

y′ =
y

x2 − y
.

Çäåñü f(x, y) = y
x2−y , å¼ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D = R2 \ {y = x2}. Òîãäà

y(x) = 0, x ∈ R, íå ðåøåíèå, ïîñêîëüêó ïðè x = 0 èìååì y = 0, à â òî÷êå (0, 0)
ôóíêöèÿ f íå îïðåäåëåíà;

y(x) = 0, x ∈ R \ {0}, íå ðåøåíèå, ïîñêîëüêó îïðåäåëåíî íå íà îäíîì èíòåðâàëå;
y(x) = 0, x ∈ (3, 9], ïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå;
y(x) = 0, x ∈ (0,+∞), íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå.
Âåðí¼ìñÿ ê ä.ó.

y′ = y.

Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé äàæå ñðåäè íåïðîäîëæàåìûõ. Ýòî, íàïðè-
ìåð, y(x) = ex, x ∈ R, è y(x) = 2ex, x ∈ R, è, âîîáùå, y(x) = Cex, x ∈ R, ãäå C �
ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.

{íóæåí ðèñóíîê}
Ñðåäè ýòîãî áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ðåøåíèé ìîæíî âûáðàòü îñîáåííîå, íàïðè-

ìåð òî, êîòîðîå ïðîõîäèò ÷åðåç êîíêðåòíóþ òî÷êó. Çàäà÷à î íàõîæäåíèè òàêîãî ðå-
øåíèÿ íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè.

Îïðåäåëåíèå. Âîçüì¼ì òî÷êó (x0, y0) ∈ D. Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ (1) ñ
íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(x0) = y0 � ýòî çàäà÷à îá îòûñêàíèè ðåøåíèÿ ä.ó. (1), ïðîõî-
äÿùåãî ÷åðåç òî÷êó (x0, y0): {

y′ = f(x, y),
y(x0) = y0.

(ÇÊ(x0, y0))

Ïðèìåð. {
y′ = y,
y(0) = 3.
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Îáùåå ðåøåíèå ä.ó. y(x) = Cex, x ∈ R, ãäå C � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïîäñòàâèì
íà÷àëüíîå óñëîâèå y(0) = 3 â ýòî îáùåå ïðåäñòàâëåíèå: 3 = Ce0. Çíà÷èò, C = 3, à
ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè åäèíñòâåííîå: y(x) = 3ex, x ∈ R.

Íî êàê ïîêàæóò ïðèìåðû, ó çàäà÷è Êîøè ìîæåò áûòü êàê åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,
òàê è ñîâñåì íå áûòü ðåøåíèé, ëèáî èõ ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî. Ýòî çà-
âèñèò îò ñàìîãî ä.ó., à òàêæå îò òîãî, ãäå âûáèðàåì íà÷àëüíóþ òî÷êó. Â íåêîòîðûõ
ñëó÷àÿõ èç âèäà ä.ó., íå ðåøàÿ åãî, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î ïðîõîæäåíèè ðåøåíèÿ
÷åðåç íà÷àëüíóþ òî÷êó. Â äâóõ òåîðåìàõ, ïðèâåä¼ííûõ íèæå, óêàçûâàþòñÿ óñëîâèÿ,
ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ñðàçó ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, îäíàêî ñëåäóåò çà-
ìåòèòü, ÷òî ïðè íàðóøåíèè ýòèõ óñëîâèé íèêàêèõ âûâîäîâ î ðåøåíèè íåëüçÿ ñäåëàòü.

Òåîðåìà Ïåàíî.
Ïóñòü

f ∈ C(D) (ò.å. ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå D),
D ⊂ R2 � íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî,

òîãäà
äëÿ ëþáîé òî÷êè (x0, y0) ∈ D ñóùåñòâóåò íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå ÇÊ(x0, y0),

âîçìîæíî, íå îäíî,
è ëþáîå íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå ÇÊ(x0, y0) îïðåäåëåíî íà îòêðûòîì èíòåðâàëå.

Òåîðåìà Ïèêàðà.
Ïóñòü

f ∈ C(D), ∂f
∂y
∈ C(D) (ò.å. ôóíêöèè f è ∂f

∂y
íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå D),

D ⊂ R2 � íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî,
òîãäà

äëÿ ëþáîé òî÷êè (x0, y0) ∈ D ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íåïðîäîëæàåìîå ðåøå-
íèå ÇÊ(x0, y0),

è îíî îïðåäåëåíî íà îòêðûòîì èíòåðâàëå (α(x0, y0), ω(x0, y0)).
Òåîðåìû óòâåðæäàþò, ÷òî åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ä.ó. (1) íåïðåðûâíà â íåêîòîðîì

íåïóñòîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå D, òî ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó ýòîãî ìíîæåñòâà îáÿçà-
òåëüíî ïðîõîäèò ãðàôèê íåïðîäîëæàåìîãî ðåøåíèÿ ä.ó(1), ïðè÷¼ì, ìîæåò ïðîõîäèòü
íåñêîëüêî ãðàôèêîâ ðåøåíèé (òåîðåìà Ïåàíî). Åñëè, êðîìå ýòîãî, åù¼ è ÷àñòíàÿ ïðî-
èçâîäíàÿ ôóíêöèè f ïî ïåðåìåííîé y íåïðåðûâíà â D, òî ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó ýòîãî
ìíîæåñòâà ïðîõîäèò åäèíñòâåííûé ãðàôèê íåïðîäîëæàåìîãî ðåøåíèÿ ä.ó(1) (òåîðå-
ìà Ïèêàðà).

Ïðèìåð. Â ä.ó.

y′ =
y

x
ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò âèä f(x, y) = y

x
, êîòîðàÿ íå îïðåäåëåíà íà ïðÿìîé x = 0. ×àñòíàÿ

ïðîèçâîäíàÿ ∂f
∂y

= 1
x
òàêæå íå îïðåäåëåíà íà ïðÿìîé x = 0. Ïîýòîìó äëÿ ïðèìåíå-

íèÿ òåîðåìû Ïèêàðà â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà D ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð, ëåâóþ èëè
ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü. Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì f ∈ C({x < 0}), ∂f

∂y
∈ C({x < 0}),

D = {x < 0} � íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî. Òîãäà ïî òåîðåìå Ïèêàðà ÷åðåç êàæ-
äóþ òî÷êó ïîëóïëîñêîñòè {x < 0} ïðîõîäèò ãðàôèê åäèíñòâåííîãî íåïðîäîëæàåìîãî
ðåøåíèÿ. Ïðî ïðÿìóþ x = 0 ìîæíî ñðàçó ñêàçàòü, ÷òî ÷åðåç íå¼ ðåøåíèÿ íå ïðîõîäÿò,
ïîñêîëüêó îíà íå âõîäèò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè f .
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Åñëè íàéòè ðåøåíèå â ÿâíîì âèäå, òî ýòî ïîëóïðÿìûå y(x) = Cx, îïðåäåë¼ííûå
íà (−∞, 0) èëè (0,+∞). Îòñþäà òîæå âèäíî, ÷òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ëåâîé èëè
ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè ïðîõîäèò ïî îäíîé ïîëóïðÿìîé.

Ïðèìåð. Â ä.ó.
y′ = 2

√
|y|

ïðàâàÿ ÷àñòü èìååò âèä f(x, y) = 2
√
|y|, êîòîðàÿ íåïðåðûâíà íà âñ¼ì R2, à ÷àñòíàÿ

ïðîèçâîäíàÿ ∂f
∂y

= sign(y) 1√
|y|

íå îïðåäåëåíà íà ïðÿìîé y = 0. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âû-

ïîëíÿåòñÿ òåîðåìà Ïåàíî ñ D = R2, çíà÷èò, ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïëîñêîñòè òî÷íî
ïðîõîäèò ðåøåíèå, íî ïðî åäèíñòâåííîñòü ïîêà íå ÿñíî. Òåïåðü îáðàùàåìñÿ ê òåîðåìå
Ïèêàðà. Â âåðõíåé è íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè íå òîëüêî f íåïðåðûâíà, íî è å¼ ÷àñòíàÿ
ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé y íåïðåðûâíà, à çíà÷èò, ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïëîñêîñòè
R2 êðîìå ïðÿìîé y = 0 ïðîõîäèò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïðî ñàìó ïðÿìóþ y = 0 èç
òåîðåìû Ïèêàðà íèêàêèõ óòâåðæäåíèé ñäåëàòü íåëüçÿ, òàì ìîæåò áûòü ÷òî óãîäíî,
íàäî èññëåäîâàòü äðóãèìè ñïîñîáàìè.

Âîçüì¼ì êîíêðåòíóþ òî÷êó (0,0). Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ÷åðåç íå¼ ïðîõîäÿò ñëå-
äóþùèå ðåøåíèÿ ðåøåíèÿ:
y(x) = 0, x ∈ R,

y(x) =

{
x2, x > 0,
0, x < 0,

y(x) =


x2, x > 0,
0,−3 < x < 0,
−(x+ 3),−3 6 x,

y(x) =

{
x2, x > 0,
−x2, x < 0,

òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç (0,0),
äà è âîîáùå ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó íà ïðÿìîé y = 0.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ä.ó.
y′ = 0,

ãäå â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà D âîçüì¼ì çàìêíóòûé êðóã D = {x2 + y2 6 1}, òîãäà
óñëîâèÿ òåîðåì íå âûïîëíÿþòñÿ. ×åðåç òî÷êè (0, 1) è (0,−1) ìíîæåñòâà D íå ïðî-
õîäèò íè îäíîãî ðåøåíèÿ, ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó D\{(0, 1), (0,−1)} ïðîõîäèò ãðàôèê
åäèíñòâåííîãî íåïðîäîëæàåìîãî ðåøåíèÿ.

�3. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðèòàöèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Èçî-
êëèíû.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðàçðåø¼ííîå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé:

y′ = f(x, y), f : D → R. (1)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû Ïèêàðà: f, ∂f
∂y
∈ C(D), D �

îòêðûòîå íåïóñòîå.
Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó (x0, y0) ∈ D. ×åðåç íå¼ îáÿçàòåëüíî ïðîéä¼ò ãðàôèê

íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ y(x), ïðè ýòîì y′(x0) = f(x0, y0). Èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî
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àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê y(x) â òî÷êå (x0, y0) åñòü y = y0 +
y′(x0)(x − x0). Òàíãåíñ óãëà α(x0,y0), îáðàçîâàííîãî êàñàòåëüíîé è îñüþ ÎÕ, ðàâåí
çíà÷åíèþ ïðîèçâîäíîé â òî÷êå x0: tgα(x0,y0) = y′(x0). Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîé òî÷êå
(x0, y0) ìíîæåñòâàD ìîæíî íàïèñàòü óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ðåøåíèÿ ä.ó.,
ïðîõîæÿùåãî ÷åðåç ýòó òî÷êó, ïîëüçóÿòü òîëüêî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:
y = y0 + f(x0, y0)(x− x0). Åñëè òåïåðü â êàæäîé òî÷êå D îïðåäåëèòü êàñàòåëüíûå ê
ãðàôèêàì ðåøåíèé, òî ìîæíî îòîáðàçèòü è ñàìè ãðàôèêè ðåøåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Êàæäîé òî÷êå (x, y) ∈ D ñîïîñòàâèì ïðÿìóþ, óãîë íàêëîíà êîòî-
ðîé α(x,y), ò.÷. tgα(x,y) = f(x, y). Ýòî ìíîæåñòâî ïðÿìûõ íàçîâ¼ì ïîëåì íàïðàâëåíèé
ä.ó. y′ = f(x, y).

Ïîëó÷àåì èç îïðåäåëåíèÿ, ÷òî êàñàòåëüíûå ê ãðàôèêó ðåøåíèÿ ä.ó. (1) ñîâïàäàþò
ñ ïîëåì íàïðàâëåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ãðàôèê ðåøåíèÿ ä.ó. íàçûâàþò òàêæå èíòåãðàëüíîé êðèâîé.
Îïðåäåëåíèå. Èçîêëèíà k � ìíîæåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ïîëå íàïðàâëåíèé

èìååò îäèíàêîâûé íàêëîí α, ãäå tgα = k, ò.å. "èçîêëèíà k"= {(x, y) ∈ D : f(x, y) = k}.
{íóæåí ðèñóíîê}
Ïðèìåð. Ïîñòðîèì êàðòèíó ðåøåíèé ä.ó.

y′ = x+ y.

"Èçîêëèíà 0": íà ìíîæåñòâå x + y = 0 êàñàòåëüíûå èìåþò tgα = 0, ò.å. íà ïðÿìîé
y = −x êàñàòåëüíûå ê ðåøåíèþ îáðàçóþò óãîë α = 0 ñ îñüþ ÎÕ.

"Èçîêëèíà 1": íà ìíîæåñòâå x+ y = 1 êàñàòåëüíûå èìåþò tgα = 1, ò.å. íà ïðÿìîé
y = 1− x êàñàòåëüíûå ê ðåøåíèþ îáðàçóþò óãîë α = π

4
ñ îñüþ ÎÕ.

"Èçîêëèíà -1": íà ìíîæåñòâå x + y = −1 êàñàòåëüíûå èìåþò tgα = −1, ò.å. íà
ïðÿìîé y = −1− x êàñàòåëüíûå ê ðåøåíèþ îáðàçóþò óãîë α = −π

4
ñ îñüþ ÎÕ.

"Èçîêëèíà 2": íà ìíîæåñòâå x+ y = 2 êàñàòåëüíûå èìåþò tgα = 2, ò.å. íà ïðÿìîé
y = 2− x êàñàòåëüíûå ê ðåøåíèþ îáðàçóþò óãîë α = arctg2 ñ îñüþ ÎÕ.

"Èçîêëèíà -2": íà ìíîæåñòâå x + y = −2 êàñàòåëüíûå èìåþò tgα = −2, ò.å. íà
ïðÿìîé y = −2− x êàñàòåëüíûå ê ðåøåíèþ îáðàçóþò óãîë α = −arctg2 ñ îñüþ ÎÕ.

Ìîæíî åù¼ áîëüøå èçîêëèí èçîáðàçèòü, íî çäåñü óæå ïðèìåðíî ïîíÿòíà ñèòóà-
öèÿ: ÷åì âûøå ïðÿìàÿ, òåì íàêëîí êðó÷å ñî çíàêîì "+" , ÷åì íèæå, òåì êðó÷å ñî
çíàêîì "−".

Äàëåå âñïîìíèì ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç è ïîéì¼ì, ãäå îáëàñòè âîçðàñòàíèÿ è
óáûâàíèÿ ðåøåíèé è îáëàñòè âûïóêëîñòè ââåðõ è âíèç.

Íàì èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò â òî÷êàõ, ãäå å¼ ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëü-
íà. Èç ä.ó. ñðàçó ïîíÿòíî, ÷òî y′ > 0 äëÿ x+ y > 0, y′ < 0 äëÿ x+ y < 0.

Ôóíêöèÿ âûïóêëà âíèç â òî÷êàõ, ãäå å¼ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà. Â
íàøåì ñëó÷àå y′′ = (x+ y)′ = 1 + y′ = 1 + x+ y. Çíà÷èò, â òî÷êàõ x+ y + 1 < 0 èìååì
y′′ < 0 è ðåøåíèÿ âûïóêëû âíèç, â òî÷êàõ x + y + 1 > 0 èìååì y′′ > 0 è ðåøåíèÿ
âûïóêëû ââåðõ. Ïðÿìàÿ y = −1− x ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé ïåðåãèáà.

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ ýòè çíàíèÿ, ìîæíî íàðèñîâàòü êàðòèíó ðåøåíèé.
Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðÿìàÿ y = −1 − x ÿâëÿåòñÿ

êî âñåìó ïðî÷åìó åù¼ è ðåøåíèåì ä.ó. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî âûäåëèòü òðè òèïà
ðåøåíèé. Ó ïåðâîãî ãðàôèê íàõîäèòñÿ ïîä ïðÿìîé y = −1 − x, ýòî âûïóêëûå ââåðõ
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óáûâàþùèå ôóíêöèè. Âòîðîé òèï � ñàìà ïðÿìàÿ y = −1− x. Òðåòèé íàõîäèòñÿ íàä
ïðÿìîé y = −1−x è èìååò îäèí ìèíèìóì. Ïîñêîëüêó âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû
Ïèêàðà âî âñåé ïëîñêîñòè R2, òî ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïëîñêîñòè ïðîõîäèò ãðàôèê
òîëüêî îäíîãî ðåøåíèÿ, çíà÷èò, ðåøåíèÿ ýòèõ òð¼õ òèïîâ íå ïåðåñåêàþòñÿ, ðåøåíèÿ
ïåðâîãî è è òðåòüåãî òèïîâ ñòðåìÿòñÿ ê ïðÿìîé y = −1 − x ïðè x → −∞, íî íå
êàñàþòñÿ å¼.

{íóæåí ðèñóíîê}

�4. Óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

À. Ðàññìîòðèì ä.ó. âèäà
y′ = h(x)g(y),

îíî íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî ôóíêöèÿ h ∈ C((a, b)) çíàêîïîñòîÿííà, g ∈ C((c, d)).

Êàê îáû÷íî, äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé âñ¼ ñ ôóíêöèåé y ïåðåíîñÿò â ëåâóþ
÷àñòü, ñ x îñòàâëÿþò ñïðàâà, ò.å. íàäî ïîäåëèòü íà g(y), íî ïåðåä ýòèì óáåäèòüñÿ, ÷òî
íå ïðîèñõîäèò äåëåíèÿ íà íóëü.

1. Åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî y∗ òàêîå, ÷òî g(y∗) = 0, òî y(x) = y∗, x ∈ (a, b) �
ðåøåíèå.

2. Ïóñòü äëÿ y ∈ (c, y∗)∪ (y∗, d) ôóíêöèÿ g íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, ò.å. çíàêîïîñòî-
ÿííà, òîãäà ìîæåì ä.ó. ðàçäåëèòü íà g(y):

y′(x)

g(y(x))
= h(x).

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïî x â ïðåäåëàõ îò x0 ∈ (a, b) äî x ∈ (a, b),
ïðè ýòîì ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ:

x∫
x0

y′(ξ)

g(y(ξ))
dξ =

x∫
x0

h(ξ)dξ.

Â èíòåãðàëå ñëåâà ñäåëàåì çàìåíó η = y(ξ), òîãäà ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ x0 è x
çàìåíÿòñÿ íà y(x0) è y(x), äèôôåðåíöèàë dη = y′(ξ)dξ:

y(x)∫
y(x0)

dη

g(η)
=

x∫
x0

h(ξ)dξ.

Ïîëó÷èëè ðåøåíèå, çàäàííîå â íåÿâíîì âèäå, èíòåãðàëû ìîãóò áðàòüñÿ, à ìîãóò è
íåò. Îäíàêî ìîæåì òî÷íî ñêàçàòü, ÷òî èç íåÿâíîãî âèäà ôóíêöèÿ y(x) âûðàæàåò-

ñÿ. Òàê, åñëè îáîçíà÷èì G(y) =
y(x)∫
y(x0)

dη
g(η)

è H(x) =
x∫
x0

h(ξ)dξ, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ:

G(y(x)) = H(x). Èç ââåä¼ííûõ îãðàíè÷åíèé, ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå çíàêî-
ïîñòîÿííî, çíà÷èò, ôóíêöèÿ G ìîíîòîííà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y, ñóùåñòâóåò
îáðàòíàÿ ê íåé, è òîãäà y(x) = G−1(H(x)) � ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ ÿâíî.
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Ïðèìåð. Ðåøèì óðàâíåíèå
y′ = yx+ x.

Ýòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ íåðåìåííûìè: yx+x = x(y+ 1) = h(x)g(y). Ôóíê-
öèÿ h(x) = x íåïðåðûâíà äëÿ ëþáîãî x, çíàêîïîñòîÿííà â ëåâîé ëèáî ïðàâîé ïîëó-
ïëîñêîñòè, áóäåì ðàññìàòðèâàòü, íàïðèìåð, x > 0. Ôóíêöèÿ g(y) = y+ 1 íåïðåðûâíà
äëÿ ëþáîãî y.

1. Ïðè y = −1 g(y) = 0, çíà÷èò, y(x) = −1, x > 0 � ðåøåíèå.
2. Äëÿ y 6= −1

y′

y + 1
= x,

y(x)∫
y(x0)

dη

η + 1
=

x∫
x0

ξdξ,

ln |y(x)| − ln |y(x0)| =
x2

2
− x20

2
.

Îáîçíà÷èì C0 = ln |y(x0)| − x20
2
, C0 ∈ R:

ln |y(x)| = C0 +
x2

2
,

|y(x)| = eC0e
x2

2 = C1e
x2

2 , C1 > 0,

y(x) = ±C1e
x2

2 = C2e
x2

2 , C2 ∈ R\{0}.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî y(x) = −1, x > 0, òîæå ðåøåíèå, òî, îáúåäèíÿÿ îáà ñëó÷àÿ, ïîëó÷àåì
ðåøåíèå

y(x) = Ce
x2

2 , C ∈ R, x > 0.

Ïðîäåëûâàÿ òî æå ñàìîå äëÿ ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè, ïîëó÷èì òî÷íî òàêîå æå âûðà-
æåíèå. À ïî òåîðåìå Ïèêàðà ÷åðåç òî÷êè ïðÿìîé {x = 0} òîæå ïðîõîäÿò òåøåíèÿ.
Ïîëó÷àåì íåïðîäîëæàåìûå ðåøåíèÿ

y(x) = Ce
x2

2 , C ∈ R, x ∈ R.

Á. Ñëåäóþùåå óðàâíåíèå

y′ = φ(αx+ βy + γ)

çàìåíîé z(x) = αx+βy(x)+γ ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó

z′(x) = α + βy′(x) = α + βφ(αx+ βy(x) + γ) = α + βφ(z(x)),

òî ä.ó. íà ôóíêöèþ z:
z′ = α + βφ(z).

9



Ïðèìåð.
Ðåøèì óðàâíåíèå

y′ = y + x.

Çàìåíà z(x) = y(x) + x ñâîäèò óðàâíåíèå ê

z′ = z + 1.

1. Ïðè z = −1 ïðàâàÿ ÷àñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü, çíà÷èò, z(x) = −1, x ∈ R �
ðåøåíèå.

2. Ïóñòü z 6= −1, òîãäà
z′

z + 1
= x,

z(x)∫
z(x0)

dη

η + 1
=

x∫
x0

dξ,

ln |z(x) + 1| − ln |z(x0) + 1| = x− x0,

z(x) + 1 = C0e
x, C0 ∈ R\{0}, x ∈ R.

Îáúåäèíÿÿ îáà ñëó÷àÿ, ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ íà z:

z(x) = −1 + Cex, C ∈ R, x ∈ R.

Ïåðåõîäÿ îáðàòíî ê y, çàïèøåì îáùåå ðåøåíèå ïåðâîíà÷àëüíîãî ä.ó.:

y(x) = −1− x+ Cex, C ∈ R, x ∈ R.

Â. Óðàâíåíèå
y′ = f(x, y)

íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì, åñëè ôóíêöèÿ f îäíîðîäíàÿ ñòåïåíè 0, ò.å. äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî íåíóëåâîãî λ âåðíî f(λx, λy) = f(x, y). Åñëè â êà÷åñòâå λ ïîäñòàâèòü
1
x
, òî ïîëó÷èì f(1, y

x
) = f(x, y), çíà÷èò, â îäíîðîäíîé ôóíöèè àðãóìåíòû x è y âõîäÿò

ñðàçó îòíîøåíèåì. Ïîýòîìó ìîæåì ââåñòè ôóíêöèþ ψ: ψ( y
x
) = f(1, y

x
) = f(x, y), è

òîãäà îäíîðîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

y′ = ψ
(y
x

)
.

Äëÿ åãî ðåøåíèÿ ñäåëàåì çàìåíó z(x) = y(x)
x
, òîãäà y(x) = xz(x) è, ïîäñòàâèâ ýòî

ïðîèçâåäåíèå â ä.ó., ïîëó÷èì

z(x) + xz′(x) = ψ(z(x)).

Ðàçðåøàåì åãî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé:

z′ =
ψ(z)− z

x
,
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è ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

�5. Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà

y′ = p(x)y + q(x).

Ïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèè p è q íåïðåðûâíû íà èíòåðâàëå (a, b) (p, q ∈ C((a, b))), òîãäà
ïðàâàÿ ÷àñòü ä.ó. f(x, y) = p(x)y+q(x) íåïðåðûâíà â ïîëîñå D = (a, b)×R, å¼ ÷àñòíàÿ
ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé y òàêæå íåïðåðûâíà â ïîëîñå D: ∂f

∂y
= p(x) ∈ C(D),

ò.å. âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû Ïèêàðà. Çíà÷èò, ìîæåì ñðàçó ñêàçàòü, ÷òî ÷åðåç
êàæäóþ òî÷êó ïîëîñûD ïðîõîäèò ãðàôèê íåïðîäîëæàåìîãî ðåøåíèÿ, è òîëüêî îäèí.

Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå
y′ = p(x)y (2)

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì,
óðàâíåíèå

y′ = p(x)y + q(x) (3)

íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì íåîäíîðîäíûì óðàâíåíèåì.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñëîâî "îäíîðîäíîå" â ïðîøëîì ïàðàãðàôå è â ýòîì îçíà-

÷àåò ðàçíûå óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìûå çäåñü, õàðàêòåðèçóþòñÿ ñðàçó
ïàðîé ñëîâ "ëèíåéíîå îäíîðîäíîå" ëèáî "ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå". Ëèíåéíîñòü îçíà-
÷àåò, ÷òî åñëè âçÿòü äâà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñ ðàçíîé íåîäíîðîäíîñòüþ (ò.å. ôóíêöè-
åé q), òî ëèíåéíàÿ èõ êîìáèíàöèÿ åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé
íåîäíîðîäíîñòåé. Áîëåå òî÷íî ýòî ñâîéñòâî ðåøåíèé çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ëåììû.

Ëåììà (ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè). Ïóñòü
y1(x) � ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ y′ = p(x)y + q1(x),
y2(x) � ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ y′ = p(x)y + q2(x),

òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíò C1 è C2 ôóíêöèÿ
y(x) = C1y1(x)+C2y2(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ y′ = p(x)y+C1q1(x)+C2q2(x).
Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïîñêîëüêó y1(x) è y2(x) ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé, òî âûïîëíÿþòñÿ
òîæäåñòâà y′1(x) ≡ p(x)y1(x) + q1(x) è y′2(x) ≡ p(x)y2(x) + q2(x). Íàì íàäî ïîêàçàòü
âûïîëíåíèÿ òîæäåñòâà y′(x) ≡ p(x)y(x)+C1q1(x)+C2q2(x), ÷òî è áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî
ôóíêöèÿ y(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íóæíîãî óðàâíåíèÿ. Èìååì

y′(x) ≡ C1y
′
1(x) + C2y

′
2(x) ≡ C1(p(x)y1(x) + q1(x)) + C2(p(x)y2(x) + q2(x)) ≡

≡ p(x)(C1y1(x) + C2y2(x)) + C1q1(x) + C2q2(x) ≡ p(x)y(x) + C1q1(x) + C2q2(x).

Ïîëó÷èëè íóæíîå òîæäåñòâî.
×ÒÄ
Ðàññìîòðèì òåïåðü îäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå y′ = p(x)y. Óòâåðæäåíèå ñëå-

äóþùåé òåîðåìû ñðàçó ñëåäóåò èç îáùåãî ðåøåíèÿ äëÿ ýòîãî ä.ó. (à ïîñêîëüêó ýòî
óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, ðåøàåòñÿ îíî ïðîñòî), îäíàêî äëÿ ïðè-
âûêàíèÿ è ïðèìåíåíèÿ ê óðàâíåíèÿì âûñîêîãî ïîðÿäêà ìû å¼ ðàññìîòðèì.
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Òåîðåìà 1 (îá îáùåì ðåøåíèè îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ). Ìíîæåñòâî ðå-
øåíèé ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè 1.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Âî-ïåðâûõ, íàäî ïîêàçàòü ëèíåéíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé, ò.å. ïîêàçàòü, ÷òî
åñëè y1(x) è y2(x) ïðîèçâîëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ y′ = p(x)y, òî èõ ëèíåéíàÿ êîì-
áèíàöèÿ y(x) = C1y1(x) +C2y2(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì òîãî æå ñàìîãî óðàâíåíèÿ. Ýòî
ñðàçó æå ñëåäóåò èç ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè.

Âî-âòîðûõ, íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îäíîìåðíî, ò.å. åñëè âîçü-
ì¼ì êàêîå-íèáóäü íåíóëåâîå ðåøåíèå ỹ(x) óðàâíåíèÿ y′ = p(x)y, òî ëþáîå äðóãîå
ðåøåíèå y(x) ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâèìî â âèäå y(x) = Cỹ(x), ãäå C � íåêîòîðàÿ

êîíñòàíòà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ îòíîøåíèÿ y(x)
ỹ(x)

:(
y(x)

ỹ(x)

)′
≡ y′(x)ỹ(x)− y(x)ỹ′(x)

ỹ2(x)
≡ p(x)y(x)ỹ(x)− y(x)p(x)ỹ(x)

ỹ2(x)
≡ 0,

çíà÷èò, y(x) = Cỹ(x).
×ÒÄ
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äà¼ò îòâåò íà âîïðîñ, êàê âûãëÿäÿò ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî

óðàâíåíèÿ.
Òåîðåìà 2 (î ðåøåíèè íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ). Îáùåå ðåøåíèå yîí

íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ y′ = p(x)y + q(x) åñòü ñóììà îáùåãî ðåøåíèÿ yîî îäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ y′ = p(x)y è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ y÷àñò íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
y′ = p(x)y + q(x), ò.å. yîí = yîî + y÷àñò.

Ïðèìåð. Óðàâíåíèå y′ = y+x ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì íåîäíîðîäíûì, ìû óæå ðåøàëè
åãî â ïðîøëîì ïàðàãðàôå. Åãî îáùåå ðåøåíèå èìååò âèä yîí = Cex − x− 1 = yîî +
y÷àñò. Çäåñü yîî = Cex � îáùåå ðåøåíèå y′ = y, y÷àñò = −x− 1 � îäíî èç ðåøåíèé
íåîäíîðîäíîãî y′ = y + x.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
Âî-ïåðâûõ, ñóììà yîî + y÷àñò ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èç

ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè: yîî � ðåøåíèå y′ = p(x)y+ 0, y÷àñò � ðåøåíèå y′ = p(x)y+
q(x), à ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ 1 · yîî + 1 · y÷àñò ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì y′ = p(x)y+ 1 · 0 +
1 · q(x).

Âî-âòîðûõ, ïîêàæåì, ÷òî ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå y(x) íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
y′ = p(x)y + q(x) ïðåäñòàâèìî â âèäå íóæíîé ñóììû. Ïîñêîëüêó y(x) � ðåøåíèå
y′ = p(x)y + q(x), y÷àñò � ðåøåíèå y′ = p(x)y + q(x), òî ðàçíîñòü y(x) − y÷àñò(x) �
ðåøåíèå y′ = p(x)y+q(x)−q(x), ò.å. ëèíåéíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, è èç òåîðåìû 1

ñëåäóåò, ÷òî y(x)−y÷àñò(x) = C̃ỹ(x) äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C̃. Â ðåçóëüòàòå, y(x) =

C̃ỹ(x)+y÷àñò(x), ò.å. ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî îáÿçàòåëüíî ïðåäñòàâèìî
â âèäå ñóììû.

×ÒÄ

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ y′ = p(x)y+ q(x)
I. Èùåì îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ y′ = p(x)y.
Ýòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.
1. y(x) ≡ 0 � ðåøåíèå.
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2. Ïóñòü y 6= 0, òîãäà
y′(x)

y(x)
= p(x),

x∫
x0

y′(ξ)

y(ξ)
dξ =

x∫
x0

p(ξ)dξ,

y(x)∫
y(x0)

dη

η
=

x∫
x0

p(ξ)dξ,

ln |y(x)| − ln |y(x0)| =
x∫

x0

p(ξ)dξ.

Â íà÷àëå ïàðàãðàôà ïîêàçûâàëîñü, ÷òî ãðàôèêè ðåøåíèé çàìîùàþò âñþ ïîëîñó
D = (a, b) × R, çíà÷èò, x è x0 ïðèíàäëåæàò èíòåðâàëó (a, b), à y(x0) ìîæíî áðàòü
èç èíòåðâàëîâ (−∞, 0) è (0,+∞). Äàëåå,

|y(x)| = |y(x0)|e
x∫
x0

p(ξ)dξ

,

y(x) = ±|y(x0)|e
x∫
x0

p(ξ)dξ

,

y(x) = C0e

x∫
x0

p(ξ)dξ

, ãäåC0 = ±|y(x0)| ∈ R \ {0}.

Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàòû ïóíêòîâ 1 è 2, ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ:

yîî(x) = Ce

x∫
x0

p(ξ)dξ

, ãäåC ∈ R.

Íåíóëåâîå ðåøåíèå ỹ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ èç òåîðåìû 1 ìîæíî âçÿòü ñëåäóþùèì

ỹ(x) = e

x∫
x0

p(ξ)dξ

, òîãäà yîî(x) = Cỹ(x), ãäå C ∈ R.
II. Èùåì ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ y′ = p(x)y + q(x).
Ìåòîä âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé ïîñòîÿííîé.
×àñòíîå ðåøåíèå èùåì ïî÷òè â âèäå îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ,

òîëüêî âìåñòî êîíñòàíòû C áåð¼ì ôóíêöèþ, ò.å. y÷àñò(x) = u(x)ỹ(x), è òåïåðü íàäî
íàéòè ïîäõîäÿùóþ u(x), ÷òîáû ïðè ïîäñòàíîâêå ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ â íåîäíîðîäíîå
óðàâíåíèå ïîëó÷àëîñü òîæäåñòâî.
Â ëåâîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ:

y′÷àñò(x) = u′(x)ỹ(x) + u(x)ỹ′(x) = u′(x)ỹ(x) + u(x)p(x)ỹ(x),

â ïðàâîé ÷àñòè íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ:

p(x)y÷àñò(x) + q(x) = p(x)u(x)ỹ(x) + q(x),
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òîæäåñòâî ïîëó÷èòñÿ, åñëè
u′(x)ỹ(x) = q(x),

îòñþäà íàõîäèòñÿ u(x):

u′(x) =
q(x)

ỹ(x)
,

x∫
x0

u′(ξ)dξ =

x∫
x0

q(ξ)

ỹ(ξ)
dξ,

u(x) =

x∫
x0

q(ξ)

ỹ(ξ)
dξ + u(x0).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ

(
x∫
x0

q(ξ)
ỹ(ξ)

dξ + u0

)
ỹ(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ëèíåéíîãî íåîäíî-

ðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòå u0.
III. Èùåì îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ y′ = p(x)y + q(x).
Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2 è ðåçóëüòàòû äâóõ ïðåäûäóùèõ ïóíêòîâ, îáùåå

ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

yîí(x) = Cỹ(x) +

 x∫
x0

q(ξ)

ỹ(ξ)
dξ + u0

 ỹ(x)

Ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàåìûå ìîæíî îáúåäèíèòü, ïîñêîëüêó C è u0 ïðîèçâîëüíûå êîí-
ñòàíòû. Â èòîãå

yîí(x) = Cỹ(x) +

x∫
x0

q(ξ)

ỹ(ξ)
dξỹ(x),

Â òàêîé çàïèñè ïîíÿòíî, ÷òî ïðè íàõîæäåíèè ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ y÷àñò ìîæíî áûëî
êîíñòàíòó u0 âçÿòü ëþáûì êîíêðåòíûì ÷èñëîì, â ÷àñòíîñòè íóë¼ì. Îáùåå ðåøåíèå
íàéäåíî.

Ïðèìåð. Ðåøèì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå

y′ =
2y

x
+ x2.

Ñîãëàñíî àëãîðèòìó íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ

y′ =
2y

x
.

Ýòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, ïîýòîìó ñðàçó íàõîäèì ðåøåíèå
y(x) = 0, ïîñëå ÷åãî ñ÷èòàåì, ÷òî y 6= 0, ðàçäåëÿåì ïåðåìåííûå y′

y
= 2

x
è èíòåãðèðóåì∫

dy

y
=

∫
2

x
dx,
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y(x) = Cx2, C ∈ R \ {0}.

Ó÷èòûâàÿ ðåøåíèå y(x) = 0, ïîëó÷àåì

yîî(x) = Cx2, C ∈ R.

Òåïåðü èùåì ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′ = 2y
x

+x2 ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíîé
ïîñòîÿííîé, ò.å.â âèäå

y÷àñò(x) = u(x)x2.

Ïîäñòàâèì ýòî ïðåäñòàâëåíèå â óðàâíåíèå:

y′÷àñò(x) = u′(x)x2 + u(x)2x,

2y÷àñò
x

+ x2 =
2u(x)x2

x
+ x2,

ïîëó÷àåì

u′(x)x2 + u(x)2x =
2u(x)x2

x
+ x2,

u′(x)x2 = x2,

u′(x) = 1,

u(x) = x+ u0.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîëüíîå ÷àñòíîå ðåøåíèå èìååò âèä

y÷àñò(x) = (x+ u0)x
2,

à ïîñêîëüêó íàì íàäî îäíî ÷àñòíîå ðåøåíèå, òî ìîæåì âçÿòü u0, íàïðèìåð, ðàâíîå
íóëþ, òîãäà

y÷àñò(x) = x3.

Â èòîãå âñå ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ y′ = 2y
x

+x2 çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

y(x) = Cx2 + x3.

�6. Óðàâíåíèå Áåðíóëëè. Óðàâíåíèå Ðèêêàòè.

Óðàâíåíèå âèäà
y′ = p(x)y + q(x)yα,

ãäå α 6= 0, 1, íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Áåðíóëëè. Åñëè α = 0, òî ýòî ëèíåéíîå íåîäíî-
ðîäíîå óðàâíåíèå, åãî íàó÷èëèñü ðåøàòü â ïðîøëîì ïàðàãðàôå, åñëè α = 1, òî ýòî
óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè.

Ïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèè p è q íåïðåðûâíû íà èíòåðâàëå (a, b), ò.å. p, q ∈ C((a, b)).
Ïðè α > 0 ïðàâàÿ ÷àñòü ä.ó. îïðåäåëåíà â ïîëîñå (a, b)×R, y(x) = 0 ðåøåíèå. Ïðè

α < 0 ïðàâàÿ ÷àñòü ä.ó. îïðåäåëåíà íà (a, b)× R \ {y = 0}.
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Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè ñäåëàåì çàìåíó, êîòîðàÿ ïðèâåä¼ò ê ëèíåéíîìó
óðàâíåíèþ. Ñíà÷àëà ðàçäåëèì åãî íà yα (çàïîìíèâ ïðè ýòîì, ÿâëÿåòñÿ ëè y(x) = 0
ðåøåíèåì), ïîëó÷èì

y′

yα
= p(x)

1

yα−1
+ q(x).

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî
y′(x)

yα
=

1

1− α

(
1

y(x)α−1

)′
òîãäà óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â

1

1− α

(
1

y(x)α−1

)′
= p(x)

1

yα−1
+ q(x).

Çäåñü ìîæíî çàìåòèòü, êàêóþ çàìåíó íàäî ïðîâåñòè. Ýòî z(x) =
1

yα−1(x)
, òîãäà óðàâ-

íåíèå ñòàíåò
1

1− α
z′ = p(x)z + q(x)

èëè
z′ = (1− α)p(x)z + (1− α)q(x),

ò.å. ëèíåéíûì íåîäíîðîäíûì.
Óðàâíåíèå âèäà

y′ = p(x)y + q(x)y2 + r(x)

íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ðèêêàòè. Òàêîå óðàâíåíèå óæå ñëîæíåå, åãî ðåøåíèÿ íå
âñåãäà âîçìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé, îäíàêî ìîæíî çàìå-
òèòü, ÷òî åñëè íàéäåíî êàêîå-ëèáî åãî ÷àñòíîå ðåøåíèå y÷àñò(x), òî çàìåíà w(x) =
y(x)−y÷àñò ñâåä¼ò ýòî óðàâíåíèå ó óðàâíåíèþ Áåðíóëëè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèì
y(x) = w(x) + y÷àñò â óðàâíåíèå Ðèêêàòè:

(w + y÷àñò)′ = p(x)(w + y÷àñò) + q(x)(w + y÷àñò)2 + r(x)

w′ + y′÷àñò = p(x)w + p(x)y÷àñò + q(x)w2 + 2q(x)wy÷àñò + q(x)y2÷àñò + r(x).

Ïîñêîëüêó y÷àñò ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì, òî âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

y′÷àñò ≡ p(x)y÷àñò + q(x)y2÷àñò + r(x),

è óðàâíåíèå Ðèêêàòè ïåðåéä¼ò â

w′ = p(x)w + q(x)w2 + 2q(x)wy÷àñò.

À ýòî óðàâíåíèå Áåðíóëëè:

w′ = (p(x) + 2q(x)y÷àñò)w + q(x)w2.

Ïðèìåð. Ðåøèì óðàâíåíèå Ðèêêàòè

y′ = −xy + y2 + 1.
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Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî y(x) = x � ðåøåíèå ýòîãî ä.ó., ïîýòîìó ñäåëàåì çàìåíó w(x) =
y(x)− x. Ïîäñòàâèì y(x) = w(x) + 1 â óðàâíåíèå:

w′ + 1 = −x(w + x) + (w + x)2 + 1.

Ðàñêðîåì ñêîáêè, ïðèâåä¼ì îáùèå ñëàãàåìûå è ïîëó÷èì

w′ = xw + w2.

Ýòî óðàâíåíèå Áåðíóëëè. Íàäî äåëàòü åù¼ çàìåíó. Çàïîìíèì, ÷òî w(x) = 0 ðåøåíèå,
è äëÿ w 6= 0 ïîäåëèì ä.ó. íà w2:

w′

w2
= x

1

w
+ 1,

−
(

1

w

)′
= x

1

w
+ 1.

Òåïåðü äåëàåì âòîðóþ çàìåíó z(x) =
1

w(x)
, óðàâíåíèå ñòàíåò

z′ = −xz − 1.

Ýòî ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå. Îáùåå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî

z′ = −xz

åñòü zîî(x) = Ce−
x2

2 , C ∈ R. ×àñòíîå ðåøåíèå èùåì â âèäå z÷àñò(x) = u(x)e−
x2

2 .
Ïîäñòàâëÿåì åãî â íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå z′ = −xz − 1:

u′e−
x2

2 − xue−x2 = −xue−
x2

2 − 1,

u′ = −e
x2

2 ,

u′ = −
x∫

0

e
ξ2

2 dξ + u0.

Ìîæíî âçÿòü u0 = 0, è îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ z′ = −xz − 1 èìååò âèä

z(x) = Ce−
x2

2 −
x∫

0

e
ξ2

2 dξ · e−
x2

2 = e−
x2

2

C − x∫
0

e
ξ2

2 dξ

 .

Ïðîäåëàâ îáðàòíóþ çàìåíó w = 1
z
, ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ w′ = xw+w2: w(x) =

e
x2

2

C −
x∫
0

e
ξ2

2 dξ

,

w(x) = 0.
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È ïîñëåäíÿÿ çàìåíà y = w + x äàñò ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè y′ =
−xy + y2 + 1:  y(x) = x+

e
x2

2

C −
x∫
0

e
ξ2

2 dξ

,

y(x) = x.

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå y(x) = x íå ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîãî ñåìåéñòâà íè äëÿ
êàêèõ êîíñòàíò C ∈ R.

�7. Óðàâíåíèÿ â ñèììåòðè÷íîé ôîðìå

Èíîãäà äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþò â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå:

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0. (4)

Ýòà çàïèñü âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâà óðàâíåíèÿ:
â ñëó÷àå, êîãäà Q(x, y) 6= 0, ìîæåì âûðàçèòü y′ = −P (x,y)

Q(x,y)
, íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ

y = y(x);

â ñëó÷àå, êîãäà P (x, y) 6= 0, ìîæåì âûðàçèòü x′ = −Q(x,y)
P (x,y)

, íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ

x = x(y).
Ïðèìåð. Ðåøèì óðàâíåíèå

xydx+ (x+ 1)dy = 0.

Çäåñü P (x, y) = xy, Q(x, y) = x+ 1.
Äëÿ x 6= −1 èìååì óðàâíåíèå íà y:

y′ = − xy

x+ 1
.

Ýòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ðåøåíèå y ≡ 0 çàïîìèíàåì è ðàç-
äåëÿåì ïåðåìåííûå: ∫

dy

y
= −

∫
xdx

x+ 1
,

ln|y(x)| = ln|x+ 1| − x+ C0, C0 ∈ R,

y(x) = C1(x+ 1)e−x, C1 ∈ R\{0}.
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ðàçðåø¼ííîãî îòíîñèòåëüíî y′: y(x) = C(x+ 1)e−x, C ∈ R.

Äëÿ x 6= 0 è y 6= 0 èìååì óðàâíåíèå íà x:

x′ = −x+ 1

xy
.

Ýòî îïÿòü óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ðåøåíèå x = −1 çàïîìè-
íàåì è ðàçäåëÿåì ïåðåìåííûå:

−
∫

xdx

x+ 1
=

∫
dy

y
,
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(x(y) + 1)e−x(y) = C1y, C1 ∈ R\{0}. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, ðàçðåø¼ííîãî îòíîñèòåëüíî
x′ çàäà¼òñÿ íåÿâíî:(x(y) + 1)e−x(y) = Cy, C ∈ R.

Âèäíî, ÷òî â ïåðâîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé íå âõîäèò x = −1, ïîñêîëüêó ýòî íå ôóí-
öèÿ îò x, à âî âòîðîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé íå âõîäèò y = 0, ïîñêîëüêó ýòî íå ôóíêöèÿ
îò y. Ðåøåíèå èçíà÷àëüíîãî óðàâíåíèÿ â ñèììåòðè÷íîé ôîðìå äîëæíî âêëþ÷àòü âñå
ðåøåíèÿ îáîèõ ýòèõ óðàâíåíèé, çíà÷èò, îòâåò çäåñü[

(x+ 1)e−x = Cy, C ∈ R,
y = 0,

ëèáî â äðóãîé çàïèñè [
y = C(x+ 1)e−x, C ∈ R,
x = −1.

�8. Óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ

Êðîìå âûäåëåíèÿ â óðàâíåíèè â ñèììåòðè÷íîé ôîðìå äâóõ óðàâíåíèé ðàçðåø¼í-
íûõ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ, ðåøàòü åãî ìîæíî è äðóãèìè ñïîñîáàìè.

Ïóñòü â óðàâíåíèè
P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0 (4)

ôóíêöèè P (x, y) è Q(x, y) ãëàäêèå (P,Q ∈ C1(D), ò.å. îíè ñàìè íåïðåðûâíû è íåïðå-
ðûâíû âñå èõ ïåðâûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå).

Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå (4) � óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, åñëè ñó-
ùåñòâóåò ôóíêöèÿ u(x, y) êëàññà C2 (u ∈ C2, ò.å. íåïðåðûâíà ôóíêöèÿ, âñå å¼ ïåðâûå

è âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå) òàêàÿ, ÷òî
∂u(x, y)

∂x
= P (x, y),

∂u(x, y)

∂y
= Q(x, y).

Åñëè (4) âïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, òî åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∂u(x, y)

∂x
dx+

∂u(x, y)

∂y
dy = 0

è ñâåðíóòü çäåñü ïîëíûé äèôôåðåíöèàë

du(x, y) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, u(x, y) = C åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, âîçìîæíî, ðåøåíèå â íåÿâíîì
âèäå, C � êîíñòàíòà.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ u íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì, èíòåãðàëîì èëè ïåðâûì
èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ (4).

Ëåììà 1. Ïóñòü (4) � óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, òîãäà ∂P (x,y)
∂y

=
∂Q(x,y)
∂x

.
Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå (4) â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, òîãäà ñóùåñòâóåò u ∈

C2 òàêàÿ, ÷òî 
∂u(x, y)

∂x
= P (x, y),

∂u(x, y)

∂y
= Q(x, y).
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Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïåðâîå ðàâåíñòâî ïî y, à âòîðîå ïî x:
∂2u(x, y)

∂y∂x
=
P (x, y)

∂y
,

∂2u(x, y)

∂x∂y
=
Q(x, y)

∂x
.

Ïîñêîëüêó u ∈ C2, òî å¼ ñìåøàííûå ïðîèçâîäíûå ðàâíû:

P (x, y)

∂y
=
Q(x, y)

∂x
.

×ÒÄ
Óòâåðæäåíèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó òîæå èìååòñÿ, íî íàäî íàêëàäûâàòü óñëîâèÿ íà

ìíîæåñòâî D, ãäå âñ¼ ïðîèñõîäèò.
Îïðåäåëåíèå. Òî÷êà (x∗, y∗) ∈ D íàçûâàåòñÿ îñîáîé, åñëè P (x∗, y∗) = Q(x∗, y∗) =

0.
Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî D íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíûì, åñëè ëþáàÿ çàìêíóòàÿ

êðèâàÿ â í¼ì ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó â D.
Ëåììà 2. Ïóñòü D � îäíîñâÿçíîå ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå îñîáûõ òî÷åê,

è
∂P (x, y)

∂y
=

∂Q(x, y)

∂x
äëÿ (x, y) ∈ D, òîãäà óðàâíåíèå (4) � óðàâíåíèå â ïîëíûõ

äèôôåðåíöèàëàõ.
Ïðèìåð. Ðåøèì óðàâíåíèå â ñèììåòðè÷íîé ôîðìå(

1

y
− y

x2

)
dx+

(
1

x
− x

y2
+ 2y

)
dy = 0.

Çäåñü P (x, y) = 1
y
− y

x2
, Q(x, y) = 1

x
− x

y2
+ 2y, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé

D = R2\ {{x = 0} ∪ {y = 0}}. Íàéä¼ì îñîáûå òî÷êè:

{
P (x, y) = 0,
Q(x, y) = 0,

{ 1
y
− y

x2
= 0,

1
x
− x

y2
+ 2y = 0,


{
x = y,
2y = 0,{
x = −y,
2
y

+ 2y = 0,



{
x = 0,
y = 0,{
x = −i,
y = i,{
x = i,
y = −i.

Ýòè òðè òî÷êè íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó D = R2\ {{x = 0} ∪ {y = 0}}. Âûáåðåì
òåïåðü â D îäíîñâÿçíîå ìíîæåñòâî. Ýòî ìîæåò áûòü ëþáàÿ èç ÷åòâåðòåé, íàïðèìåð,
ïåðâàÿ.

Èòàê, ìíîæåñòâî {x > 0, y > 0} îäíîñâÿçíîå, íå ñîäåðæèò îñîáûõ òî÷åê, è â í¼ì
P (x, y)

∂y
= − 1

y2
− 1

x2
,

Q(x, y)

∂x
= − 1

y2
− 1

x2
,
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çíà÷èò, ïî ëåììå 2, ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u ∈ C2 òàêàÿ, ÷òî
u(x, y)

∂x
=

1

y
− y

x2
,

u(x, y)

∂y
=

1

x
− x

y2
+ 2y,

Ïðîèíòåãðèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû ïî x:

u(x, y) =
x

y
+
y

x
+ u0(y).

Çàìåòèì, ÷òî "êîíñòàíòà" èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæåò çàâèñèòü îò y. Òåïåðü îò ïîëó÷åí-
íîãî âûðàæåíèÿ âîçüì¼ì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî y:

u(x, y)

∂y
= − x

y2
+

1

x
+ u′0(y).

Ñðàâíèì ýòî âûðàæåíèå ñî âòîðûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

u′0(y) = 2y,

u0(y) = y2 + u1.

Çäåñü u1 � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ íè îò x, íè îò y. Â ðåçóëüòàòå,

u(x, y) =
x

y
+
y

x
+ y2 + u1,

à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â íåÿâíîì âèäå:

x

y
+
y

x
+ y2 = C.

�9. Èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü

Â ñëó÷àå, åñëè óðàâíåíèå (4) íå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, ò.å.

∂P (x, y)

∂y
6= ∂Q(x, y)

∂x
,

åãî ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ñäåëàòü òàêîâûì, äîìíîæèâ íà íåêîòîðóþ íåíóëåâóþ ãëàäêóþ
ôóíêöèþ µ(x, y). Ò.å. èùåì íåíóëåâóþ ôóíêöèþ µ òàêóþ, ÷òîáû óðàâíåíèå

µ(x, y)P (x, y)dx+ µ(x, y)Q(x, y)dy = 0

ñòàëî óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ:

∂

(
µ(x, y)P (x, y)

)
∂y

=

∂

(
µ(x, y)Q(x, y)

)
∂x

.
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Ðàñêðûâ ïðîèçâîäíûå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå c ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè:

µyP + µPy = µxQ+ µQx.

Ðåøàòü òàêèå óðàâíåíèÿ ìû ïîêà íå óìååì, íà äàííîì ýòàïå ìîæåì òîëüêî ïûòàòüñÿ
óãàäàòü åãî ðåøåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Òàêàÿ ôóíêöèÿ µ íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóþùèì ìíîæèòåëåì.
Òåîðåìà. Åñëè òî÷êà (x0, y0) èç ìíîæåñòâà D íåîñîáàÿ, òî ñóùåñòâóåò å¼

îêðåñòíîñòü D̃, D̃ ⊂ D, â êîòîðîé ñóùåñòâóåò èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü µ,
ò.å. ñóùåñòâóåò µ ∈ C2, äëÿ êîòîðîãî óðàâíåíèå µ(x, y)P (x, y)dx+µ(x, y)Q(x, y)dy =
0 â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ.

Ïðèìåð. Ðåøèì óðàâíåíèå â ñèììåòðè÷íîé ôîðìå

2xydx+ (y2 − x2)dy = 0.

Çäåñü Py(x, y) = 2x, Qx(x, y) = −2x, è ýòî óðàâíåíèå íå â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ.
Áóäåì èñêàòü íåíóëåâóþ ôóíêöèþ µ, äëÿ êîòîðîé óðàâíåíèå

µ(x, y)2xydx+ µ(x, y)(y2 − x2)dy = 0

â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ, ò.å.

∂

(
µ(x, y)2xy

)
∂y

=

∂

(
µ(x, y)(y2 − x2)

)
∂x

.

2xyµy + 2xµ = µx(y
2 − x2)− 2xµ,

2xyµy + 4xµ = µx(y
2 − x2).

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ µ, çàâèñÿùóþ òîëüêî îò y, òî
óðàâíåíèå óïðîñòèòñÿ

2xyµy + 4xµ = 0,

yµy = −2µ,

dµ

dy
= −2µ

y
,

è ñòàíåò îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Åãî

ðåøåíèÿ µ(y) =
C

y2
. Ïîñêîëüêó íàì äîñòàòî÷íî îäíîãî èíòåãðèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ,

òî âîçüì¼ì, íàïðèìåð, µ(y) =
1

y2
. Äîìíîæèì íà íåãî èñõîäíîå óðàâíåíèå:

2x

y
dx+

(
1− x2

y2

)
dy = 0.
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Çäåñü
∂

∂y

2x

y
= −2x

y2
,
∂

∂x

(
1− x2

y2

)
= −2x

y2
, ïîëó÷èëè óðàâíåíèå â ïîëíûõ äèôôåðåí-

öèàëàõ, çíà÷èò, 
∂u(x, y)

∂x
=

2x

y
,

∂u(x, y)

∂y
= 1− x2

y2
,

Ïðîèíòåãðèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû ïî x:

u(x, y) =
x2

y
+ u0(y).

Òåïåðü îò ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ âîçüì¼ì ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî y:

∂u(x, y)

∂y
= −x

2

y2
+ u′0(y).

Ñðàâíèì ýòî âûðàæåíèå ñî âòîðûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

u′0(y) = 1,

u0(y) = y + u1.

Çäåñü u1 � êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ íè îò x, íè îò y. Â ðåçóëüòàòå, u(x, y) = x2

y
+y+u1,

à ðåøåíèå óðàâíåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â íåÿâíîì âèäå:

x2

y
+ y = C.

�10. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïèêàðà.

Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó Ïèêàðà. Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó Êîøè{
y′ = f(x, y),
y(x0) = y0,

(ÇÊ(x0, y0))

ãäå f : D → R, D ⊂ R2.
Òåîðåìà Ïèêàðà.

Ïóñòü
f ∈ C(D), ∂f

∂y
∈ C(D) (ò.å. ôóíêöèè f è ∂f

∂y
íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå D),

D ⊂ R2 � íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî,
òîãäà

äëÿ ëþáîé òî÷êè (x0, y0) ∈ D ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íåïðîäîëæàåìîå ðåøå-
íèå ÇÊ(x0, y0),

è îíî îïðåäåëåíî íà îòêðûòîì èíòåðâàëå (α(x0, y0), ω(x0, y0)).
Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò èç ÷åòûð¼õ ÷àñòåé, â êàæäîé èç êîòîðûõ ìû äîêàæåì ïî

ëåììå:
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I. Ñâåäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ;
II. Ëîêàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè;
III. Ëîêàëüíàÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè;
IV. Íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè îïðåäåëåíî íà îòêðûòîì èíòåðâàëå.

I. Ñâåäåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ y : 〈α, ω〉 → R ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè ÇÊ(x0, y0)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ y(x) êëàññà C ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëü-
íîãî óðàâíåíèÿ

y(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, y(ξ))dξ ïðè x ∈ 〈α, ω〉.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü y : 〈α, ω〉 → R ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè ÇÊ(x0, y0),

òîãäà {
y(x)′ = f(x, y(x)) ïðèx ∈ 〈α, ω〉,
y(x0) = y0.

Ïðîèíòåãðèðóåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïî x:
x∫
x0

y(ξ)′dξ =
x∫
x0

f(ξ, y(ξ))dξ ïðèx, x0 ∈ 〈α, ω〉,

y(x0) = y0,

âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Íüþòîíà-Ëåéáíèöà: y(x)− y(x0) =
x∫
x0

f(ξ, y(ξ))dξ ïðèx, x0 ∈ 〈α, ω〉,

y(x0) = y0,

è â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî:

y(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, y(ξ))dξ ïðèx ∈ 〈α, ω〉.

Êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ôóíêöèÿ y(x) êëàññà C1, à çíà÷èò, è êëàññà C.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ y(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëü-

íîãî óðàâíåíèÿ

y(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, y(ξ))dξ

ïðè x ∈ 〈α, ω〉. Îòñþäà ñðàçó æå

y(x0) = y0 +

x0∫
x0

f(ξ, y(ξ))dξ = y0.
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Ïðîäèôôåðåíöèðóåì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ïî x:

y′(x) = f(x, y(x))

ïðè x ∈ 〈α, ω〉. Ìû ìîæåì äèôôåðåíöèðîâàòü, ïîñêîëüêó f íåïðåðûâíà, y íåïðå-

ðûâíà, çíà÷èò, f(x, y(x)) íåïðåðûâíà ïðè x ∈ 〈α, ω〉, òîãäà
x∫
x0

f(ξ, y(ξ))dξ íåïðåðûâíî-

äèôôåðåíöèðóåìà, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî è ëåâàÿ ÷àñòü èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíî-
äèôôåðåíöèðóåìà, ò.å. y ∈ C1(〈α, ω〉). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè y′(x) = f(x, y(x)) ïðè
x ∈ 〈α, ω〉 è y(x0) = y0, ò.å. ôóíêöèÿ y : 〈α, ω〉 → R ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè
ÇÊ(x0, y0).

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

II. Ëîêàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

Çäåñü ââåä¼ì îáîçíà÷åíèÿ.
Çàôèêñèðóåì òî÷êó (x0, y0) ∈ D. Ïîñêîëüêó D � îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî âìåñòå

ñ ýòîé òî÷êîé â D âõîäèò íåêîòîðàÿ å¼ îêðåñòíîñòü, âûáåðåì å¼ çàìêíóòûì ïðÿìî-
óãîëüíèêîì ñ öåíòðîì (x0, y0), ñòîðîíàìè 2a è 2b è îáîçíà÷èì ÷åðåç Ï:

Ï =
{

(x, y) ∈ R2 : |x− x0| 6 a, |y − y0| 6 b
}
.

×èñëà a è b ïîäîáðàíû òàê, ÷òî Ï ∈ D.
Ïîñêîëüêó f ∈ C(D), òî f ∈ C(Ï) è ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóåò

F = max
(x,y)∈Ï

|f(x, y)| . (∗)

Ïîñêîëüêó ∂f
∂y
∈ C(D), òî ∂f

∂y
∈ C(Ï) è ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóåò

L = max
(x,y)∈Ï

∣∣∣∣∂f∂y (x, y)

∣∣∣∣ . (∗∗)

Èç òåîðåìû î ñðåäíåì: åñëè (x, y1) ∈ Ï, (x, y2) ∈ Ï, y1 < y2, òî ñóùåñòâóåò c:
y1 6 c 6 y2, äëÿ êîòîðîãî

f(x, y2)− f(x, y1) =
∂f

∂y
(x, c)(y2 − y1),

òîãäà

|f(x, y2)− f(x, y1)| 6
∣∣∣∣∂f∂y (x, c)

∣∣∣∣ |(y2 − y1)|,
è ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî, êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì:

|f(x, y2)− f(x, y1)| 6 L|(y2 − y1)|. (∗ ∗ ∗)

È ââåä¼ì åù¼ îäíî îáîçíà÷åíèå:

h = min

{
a,
b

F

}
.
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Ëåììà 2. Ïóñòü f ∈ C(D), ∂f
∂y
∈ C(D), D � íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî,

òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè (x0, y0) ∈ D ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ÇÊ(x0, y0), îïðåäåë¼ííîå
íà çàìêíóòîì ïðîìåæóòêå [x0 − h, x0 + h].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû ïðåäúÿâèì ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè, ïðåäîñòàâèì ìåòîä
åãî íàõîæäåíèÿ. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {y[k](x)}, k = 0, 1, . . . ,
çàäàâàåìóþ ðåêóððåíòíî:

y[0](x) = y0,

y[1](x) = y0 +
x∫
x0

f(ξ, y0)dξ,

y[2](x) = y0 +
x∫
x0

f(ξ, y[1](ξ))dξ,

. . .

y[k](x) = y0 +
x∫
x0

f(ξ, y[k−1](ξ))dξ, k > 1.

Ïîêàæåì, ÷òî
À) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {y[k](x)} êîððåêòíî îïðåäåëåíà äëÿ x ∈ [x0 − h, x0 + h];
Á) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {y[k](x)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïðè k →∞ äëÿ x ∈ [x0−h, x0+
h];
Â) Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {y[k](x)} åñòü ðåøåíèå ÇÊ(x0, y0) äëÿ x ∈ [x0−h, x0+h].

Èòàê, ïî ïîðÿäêó.
À) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {y[k](x)}, k = 0, 1, . . . , êîððåêòíî îïðåäåëåíà äëÿ

x ∈ [x0 − h, x0 + h].
Èíà÷å ãîâîðÿ, èíòåãðàëû, ñòîÿùèå â ïðàâîé ÷àñòè êîððåêòíî îïðåäåëåíû, äëÿ

ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà â òî÷êàõ, ãäå
ïðîèñõîäèò èíòåãðèðîâàíèå, ò.å. (x, y[k](x)) ∈ D ïðè x ∈ [x0 − h, x0 + h], k = 0, 1, . . .
Ìû äîêàæåì åù¼ áîëåå ñòðîãèé ðåçóëüòàò: (x, y[k](x)) ∈ Ï ïðè x ∈ [x0 − h, x0 + h],
k = 0, 1, . . . , ò.å. ãðàôèêè ôóíêöèé {y[k](x)}, k = 0, 1, . . . , öåëèêîì ëåæàò â Ï ïðè
x ∈ [x0 − h, x0 + h].

Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ãðàôèêè íå âûõîäÿò çà ïðåäåëû Ï ïî îñè OX, ò.å. |x−x0| 6
a ïðè x ∈ [x0 − h, x0 + h] (çàìåòèì, ÷òî x ∈ [x0 − h, x0 + h] ýêâèâàëåíòíî|x− x0| 6 h):

|x− x0| 6 h = min

{
a,
b

F

}
6 a.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ãðàôèêè íå âûõîäÿò çà ïðåäåëû Ï ïî îñè OY , ò.å. |y[k]− y0| 6 b
ïðè x ∈ [x0 − h, x0 + h], k = 0, 1, . . . Äîêàæåì ýòî ïî èíäóêöèè.

Ïðè k = 0: |y[0] − y0| = |y0 − y0| = 0 < b.
Ïðè k = 1:

|y[1] − y0| =

∣∣∣∣∣∣y0 +

x∫
x0

f(ξ, y0)dξ − y0

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

f(ξ, y0)dξ

∣∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

|f(ξ, y0)|dξ

∣∣∣∣∣∣ 6
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{
ïîñêîëüêó (ξ, y0) ∈ Ï, òî |f(ξ, y0)| 6 F

}
6

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

Fdξ

∣∣∣∣∣∣ = F

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

dξ

∣∣∣∣∣∣ = F |x− x0| 6 Fh =

F min

{
a,
b

F

}
6 F

b

F
= b.

Ïóñòü ïðè k = n âåðíî |y[n] − y0| 6 b, òîãäà ïðè k = n+ 1:

|y[n+1] − y0| =

∣∣∣∣∣∣y0 +

x∫
x0

f(ξ, y[n](ξ))dξ − y0

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

f(ξ, y[n](ξ))dξ

∣∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

|f(ξ, y[n](ξ))|dξ

∣∣∣∣∣∣ 6{
ïîñêîëüêó ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ(ξ, y[n](ξ)) ∈ Ï, òî |f(ξ, y[n](ξ))| 6 F

}
6∣∣∣∣∣∣

x∫
x0

Fdξ

∣∣∣∣∣∣ = F

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

dξ

∣∣∣∣∣∣ = F |x− x0| 6 Fh = F min

{
a,
b

F

}
6 F

b

F
= b.

Èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå äîêàçàíî. Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàëè, ÷òî ãðàôèêè ôóíê-
öèé {y[k](x)}, k = 0, 1, . . . , öåëèêîì ëåæàò â Ï ïðè x ∈ [x0 − h, x0 + h].

Á) Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {y[k](x)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïðè k → ∞ äëÿ
x ∈ [x0 − h, x0 + h].

Ñâåä¼ì èññëåäîâàíèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê ðàâíîìåð-
íîé ñõîäèìîñòè ñóììû ðÿäà, äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì y[k](x) â âèäå ñóììû ðÿäà:

y[k](x) = y[0](x) +
(
y[1](x)− y[0](x)

)
+
(
y[2](x)− y[1](x)

)
+ · · ·+

(
y[k](x)− y[k−1](x)

)
=

y0 +
k∑
i=1

(
y[i](x)− y[i−1](x)

)
Òåïåðü íàñ èíòåðåñóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñóììû

k∑
i=1

(
y[i](x)− y[i−1](x)

)
äëÿ x ∈

[x0−h, x0+h] ïðè k →∞. Ïðèìåíèì çäåñü ïðèçíàê ñõîäèìîñòè Âåéåðøòðàññà, íàéä¼ì

ñõîäÿùèéñÿ ÷èñëîâîé ðÿä
∞∑
i=1

bi, ìàæîðèðóþùèé íàø: äëÿ âñåõ x ∈ [x0 − h, x0 + h]∣∣y[i](x)− y[i−1](x)
∣∣ 6 bi. Äëÿ ýòîãî äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî∣∣y[i](x)− y[i−1](x)

∣∣ 6 FLi−1
|x− x0|i

i!
äëÿx ∈ [x0 − h, x0 + h], i > 1.

Ïðè i = 1:

∣∣y[1](x)− y[0](x)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣y0 +

x∫
x0

f(ξ, y0)dξ − y0

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

f(ξ, y0)dξ

∣∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

|f(ξ, y0)|dξ

∣∣∣∣∣∣ 6{
|f(ξ, y0(ξ))| 6 F

}
6

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

Fdξ

∣∣∣∣∣∣ = F

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

dξ

∣∣∣∣∣∣ = F |x− x0|.
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Ïðè i = 2:

∣∣y[2](x)− y[1](x)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣y0 +

x∫
x0

f(ξ, y[1](ξ))dξ − y0 −
x∫

x0

f(ξ, y0)dξ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

f(ξ, y[1](ξ))dξ −
x∫

x0

f(ξ, y0)dξ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

(
f(ξ, y[1](ξ))− f(ξ, y0)

)
dξ

∣∣∣∣∣∣ 6∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

∣∣f(ξ, y[1](ξ))− f(ξ, y0)
∣∣ dξ
∣∣∣∣∣∣ 6
{
ïîñêîëüêó (ξ, y[1](ξ)), (ξ, y0) ∈ Ï, âîñïîëüçóåìñÿ (***)

}
6

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

L
∣∣y[1](ξ)− y0∣∣ dξ

∣∣∣∣∣∣ 6
{
èç äîêàçàííîãî âûøå |y[1](ξ)− y0| 6 F |ξ − x0|

}
6

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

LF |ξ − x0| dξ

∣∣∣∣∣∣ = LF

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

|ξ − x0| dξ

∣∣∣∣∣∣ =

{
åñëè x > x0, òî

x∫
x0

|ξ − x0| dξ =

x∫
x0

(ξ − x0)dξ =
(x− x0)2

2

åñëè x < x0, òî

x∫
x0

|ξ − x0| dξ = −
x∫

x0

(ξ − x0)dξ = −(x− x0)2

2

}
= FL

|x− x0|2

2
.

Ïóñòü ïðè i = n âåðíî∣∣y[n](x)− y[n−1](x)
∣∣ 6 FLn−1

|x− x0|n

n!
äëÿx ∈ [x0 − h, x0 + h],

òîãäà ïðè i = n+ 1:

∣∣y[n+1](x)− y[n](x)
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣y0 +

x∫
x0

f(ξ, y[n+1](ξ))dξ − y0 −
x∫

x0

f(ξ, y[n](ξ))dξ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

f(ξ, y[n+1](ξ))dξ −
x∫

x0

f(ξ, y[n](ξ))dξ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

(
f(ξ, y[n+1](ξ))− f(ξ, y[n](ξ))

)
dξ

∣∣∣∣∣∣ 6∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

∣∣f(ξ, y[n+1](ξ))− f(ξ, y[n](ξ))
∣∣ dξ
∣∣∣∣∣∣ 6{

ïîñêîëüêó (ξ, y[n+1](ξ)), (ξ, y[n](ξ)) ∈ Ï, âîñïîëüçóåìñÿ (***)

}
6
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∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

L
∣∣y[n+1](ξ)− y[n](ξ)

∣∣ dξ
∣∣∣∣∣∣ 6
{
èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè

}
6

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

LFLn−1
|ξ − x0|n

n!
dξ

∣∣∣∣∣∣ = FLn

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

|ξ − x0|n dξ

∣∣∣∣∣∣ = FLn
|x− x0|n+1

(n+ 1)!
.

Èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå äîêàçàíî. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò îöåíêà

|y[i](x)− y[i−1](x)| 6 FLi−1
hi

i!
äëÿx ∈ [x0 − h, x0 + h], i > 1.

Ðÿä
∞∑
i=1

bi ñ bi = FLi−1
hi

i!
ñõîäèòñÿ:

∞∑
i=1

bi =
∞∑
i=1

FLi−1
hi

i!
=
F

L

∞∑
i=1

Lihi

i!
=
F

L

(
eLh − 1

)
.

Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {y[k](x)} ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé íåïðåðûâíîé
ôóíêöèè y(x) ïðè k →∞ äëÿ x ∈ [x0 − h, x0 + h].

Â) Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {y[k](x)} åñòü ðåøåíèå ÇÊ(x0, y0) äëÿ x ∈
[x0 − h, x0 + h].

Ïî îïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {y[k](x)}

y[k](x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, y[k−1](ξ))dξ.

Ïðè k →∞ ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê y(x) :

y[k](x)⇒ y(x), äëÿx ∈ [x0 − h, x0 + h].

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïðè ýòîì òàêæå ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ:
x∫

x0

f(ξ, y[k−1](ξ))dξ ⇒

x∫
x0

f(ξ, y(ξ))dξ, äëÿx ∈ [x0 − h, x0 + h].

Äîêàçûâàåòñÿ ýòî ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {y[k](x)}
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè y(x)äëÿ x ∈ [x0 − h, x0 + h], ò.å. äëÿ ëþáîãî x ∈
[x0−h, x0+h] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε̃ íàéä¼òñÿ íîìåð Ñ(ε̃) òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ k > Ñ(ε̃)
|yk(x)− y(x)| 6 ε̃. Ïîêàæåì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ. Ðàññìîòðèì∣∣∣∣∣∣

x∫
x0

f(ξ, y[k−1](ξ))dξ −
x∫

x0

f(ξ, y(ξ))dξ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

(
f(ξ, y[k−1](ξ)− f(ξ, y(ξ))

)
dξ

∣∣∣∣∣∣ 6∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

∣∣f(ξ, y[k−1](ξ)− f(ξ, y(ξ))
∣∣ dξ
∣∣∣∣∣∣ 6
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{
ïîñêîëüêó (ξ, y[k−1](ξ)), (ξ, y(ξ)) ∈ Ï, âîñïîëüçóåìñÿ (***)

}
6

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

L
∣∣y[k−1](ξ)− y(ξ)

∣∣ dξ
∣∣∣∣∣∣ .

Åñëè |yk(x)− y(x)| 6 ε̃, òî∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

f(ξ, y[k−1](ξ))dξ −
x∫

x0

f(ξ, y(ξ))dξ

∣∣∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

Lε̃dξ

∣∣∣∣∣∣ = Lε̃

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

dξ

∣∣∣∣∣∣ = Lε̃|x − x0|.

Òåïåðü äëÿ ëþáîãî x ∈ [x0−h, x0+h] äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε âîçüì¼ì íîìåð N = N(ε) =

Ñ
(
ε
Lh

)
, òîãäà äëÿ âñåõ k > N(ε)∣∣∣∣∣∣

x∫
x0

f(ξ, y[k−1](ξ))dξ −
x∫

x0

f(ξ, y(ξ))dξ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

L
∣∣y[k−1](ξ)− y(ξ)

∣∣ dξ
∣∣∣∣∣∣ 6∣∣∣∣∣∣

x∫
x0

L
ε

Lh
dξ

∣∣∣∣∣∣ =
ε

h
|x− x0| 6

ε

h
h = ε.

Ò.å. èíòåãðàëû ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ.
Â ðåçóëüòàòå, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

y(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, y(ξ))dξ ïðèx ∈ [x0 − h, x0 + h],

çíà÷èò, y(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, à ïî ëåììå 1 è ðåøåíèåì
çàäà÷è Êîøè.

Ëåììà 2 äîêàçàíà.

III. Ëîêàëüíàÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè

Ëåììà 3. Ïóñòü
f ∈ C(D), ∂f

∂y
∈ C(D), D � íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî÷êà (x0, y0) ∈ D,

ôóíêöèÿ ϕ(x) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè(x0, y0), îïðåäåë¼ííîå íà 〈c, d〉, ãðàôèê êîòî-
ðîãî öåëèêîì â ïðÿìîóãîëüíèêå Ï,
ôóíêöèÿ ψ(x) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè(x0, y0), îïðåäåë¼ííîå íà 〈c̃, d̃〉, ãðàôèê êîòî-
ðîãî öåëèêîì â ïðÿìîóãîëüíèêå Ï

òîãäà
ϕ(x) = ψ(x) ïðè x ∈ 〈c, d〉 ∩ 〈c̃, d̃〉.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ϕ(x)−ψ(x) è ïîêàæåì, ÷òî îíà ðàâíà 0 ïðè x ∈ 〈c, d〉∩〈c̃, d̃〉.
Ïîñêîëüêó ϕ(x) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè(x0, y0), òî îíà óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó
óðàâíåíèþ

ϕ(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, ϕ(ξ))dξ ïðèx ∈ 〈c, d〉,
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ïîñêîëüêó ψ(x) � ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè(x0, y0), òî îíà óäîâëåòâîðÿåò èíòåãðàëüíîìó
óðàâíåíèþ

ψ(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, ψ(ξ))dξ ïðèx ∈ 〈c, d〉,

òîãäà èìååì îöåíêó

|ϕ(x)−ψ(x)| =

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

f(ξ, ϕ(ξ))dξ −
x∫

x0

f(ξ, ψ(ξ))dξ

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

(f(ξ, ϕ(ξ))− f(ξ, ψ(ξ))) dξ

∣∣∣∣∣∣ 6∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

|f(ξ, ϕ(ξ))− f(ξ, ψ(ξ))| dξ

∣∣∣∣∣∣ 6{
ãðàôèêè ôóíêöèé ϕ(x) èψ(x) ëåæàò â Ï ïðè x ∈ 〈c, d〉∩〈c̃, d̃〉 , òî âîñïîëüçóåìñÿ (***)

}

6

∣∣∣∣∣∣
x∫

x0

L |ϕ(ξ)− ψ(ξ)| dξ

∣∣∣∣∣∣ .
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé x0 6 x. Îáîçíà÷èì

u(x) =

x∫
x0

|ϕ(ξ)− ψ(ξ)| dξ,

òîãäà u(x0) = 0, u(x) > 0 è u′(x) = |ϕ(x) − ψ(x)|, à ïîäñòàâëÿÿ íîâîå îáîçíà÷åíèå â
ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷èì

u′(x) 6 Lu(x) ïðèx ∈ 〈c, d〉 ∩ 〈c̃, d̃〉,

u′(x)− Lu(x) 6 0 ïðèx ∈ 〈c, d〉 ∩ 〈c̃, d̃〉,

u′(x)e−hx − Lu(x)e−hx 6 0 · e−hx ïðèx ∈ 〈c, d〉 ∩ 〈c̃, d̃〉,(
u(x)e−hx

)′
6 0 ïðèx ∈ 〈c, d〉 ∩ 〈c̃, d̃〉.

Çíà÷èò, ôóíêöèÿ u(x)e−hx óáûâàåò ïðè x ∈ 〈c, d〉 ∩ 〈c̃, d̃〉, òîãäà äëÿ x0 6 x èìååì

u(x0)e
−hx0 > u(x)e−hx ïðèx ∈ 〈c, d〉 ∩ 〈c̃, d̃〉,

0 > u(x)e−hx ïðèx ∈ 〈c, d〉 ∩ 〈c̃, d̃〉,

0 > u(x) ïðèx ∈ 〈c, d〉 ∩ 〈c̃, d̃〉.
Âîçâðàùàÿñü ê ïåðâîíà÷àëüíûì îáîçíà÷åíèÿì

0 >

x∫
x0

|ϕ(ξ)− ψ(ξ)| dξ ïðèx ∈ 〈c, d〉 ∩ 〈c̃, d̃〉.
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Ïîñêîëüêó x0 6 x è |ϕ(ξ)− ψ(ξ)| > 0, òî èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåòñÿ
åäèíñòâåííûé âàðèàíò

|ϕ(ξ)− ψ(ξ)| = 0 ïðèx ∈ 〈c, d〉 ∩ 〈c̃, d̃〉.

Ëåììà 3 äîêàçàíà.

IV. Íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè îïðåäåëåíî íà îòêðûòîì
èíòåðâàëå.

Ëåììà 4. Ïóñòü
f ∈ C(D), ∂f

∂y
∈ C(D), D � íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî÷êà (x0, y0) ∈ D,

ôóíêöèÿ y(x) � íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè(x0, y0), îïðåäåë¼ííîå íà 〈α, ω〉,
òîãäà

〈α, ω〉 íå ñîäåðæèò êîíöû: 〈α, ω〉 = (α, ω).
Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ïóñòü ω ∈ 〈α, ω〉, 〈α, ω〉 = 〈α, ω]. Ïî îïðåäåëåíèþ, ãðà-
ôèê ôóíêöèè öåëèêîì ëåæèò âD, çíà÷èò, (ω, y(ω)) ∈ D (îáîçíà÷èì y(ω) = yω). Òîãäà
ïî ëåììå 2 ÷åðåç (ω, yω) îáÿçàòåëüíî ïðîõîäèò ñâî¼ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y′ = f(x, y),

îáîçíà÷èì åãî ỹ(x), îïðåäåëåíî îíî íà íåêîòîðîì èíòåðâàëü÷èêå [ω−h̃, ω+h̃], ïðè÷¼ì
ỹ(ω) = yω. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

z(x) =

{
y(x) ïðèx ∈ 〈α, ω],

ỹ(x) ïðèx ∈ (ω, ω + h̃].

Ýòà ôóíêöèÿ, âî-ïåðâûõ, ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé íà 〈α, ω+ h̃]. Âîïðîñ ãëàäêîñòè âîçíèêàåò
òîëüêî ïðè x = ω, íî â íåé ïðåäåëû z′ ñëåâà è ñïðàâà ñîâïàäàþò:

z′(x)

∣∣∣∣
x→ω−0

= y′(x)

∣∣∣∣
x→ω−0

= f(x, y(x))

∣∣∣∣
x→ω−0

= f(ω, y(ω)),

z′(x)

∣∣∣∣
x→ω+0

= ỹ′(x)

∣∣∣∣
x→ω+0

= f(x, ỹ(x))

∣∣∣∣
x→ω+0

= f(ω, y(ω)).

Âî-âòîðûõ, z(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ y′ = f(x, y) ïðè 〈α, ω + h̃]:

z′(x) ≡
{
y(x) ïðèx ∈ 〈α, ω],

ỹ(x) ïðèx ∈ (ω, ω + h̃]
={

f(x, y(x)) ïðèx ∈ 〈α, ω],

f(x, ỹ(x)) ïðèx ∈ (ω, ω + h̃]
= f(x, z(x)) ïðèx ∈ 〈α, ω + h̃].

Â-òðåòüèõ, z(x0) = y(x0) = y0. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ z(x), îïðåäåë¼ííàÿ íà

〈α, ω+h̃], ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè(x0, y0), â òî âðåìÿ êàê ôóíêöèÿ y(x), îïðå-
äåë¼ííàÿ íà 〈α, ω], ÿâëÿåòñÿ íåïðîäîëæàåìûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè(x0, y0). Ïîëó-
÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ω /∈ 〈α, ω〉. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî α /∈ 〈α, ω〉.

Ëåììà 4 äîêàçàíà.
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Òåîðåìà Ïèêàðà äîêàçàíà.

�11. Ïîâåäåíèå íåïðîäîëæàåìûõ ðåøåíèé

Íàïîìíèì, ÷òî êîìïàêò � ýòî îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.
Òåîðåìà î ïîêèäàíèè êîìïàêòà. Ïóñòü

f ∈ C(D), ∂f
∂y
∈ C(D), D � íåïóñòîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî, òî÷êà (x0, y0) ∈ D,

ôóíêöèÿ y(x) � íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè(x0, y0), îïðåäåë¼ííîå íà (α, ω),
Γ � ïðîèçâîëüíûé êîìïàêò â D, ñîäåðæàùèé (x0, y0),

òîãäà
ñóùåñòâóþò ÷èñëà r−, r+ ∈ R òàêèå, ÷òî (x, y(x)) /∈ Γ ïðè x ∈ (α, r−) ∪ (r+, ω)
(èíûìè ñëîâàìè, ãðàôèê íåïðîäîëæàåìîãî ðåøåíèÿ âñåãäà âûéäåò çà ãðàíèöû ïðî-
èçâîëüíîãî êîìïàêòà).

{íóæåí ðèñóíîê}
Êàê ñëåäñòâèå ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî òî÷êè (α, y(α)) è (ω, y(ω)) íå ïðèíàäëåæàò

ìíîæåñòâó D.
Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé òåîðåìû äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà î ïîâåäåíèè â ïîëîñå. Ïóñòü

f ∈ C(D), ∂f
∂y
∈ C(D), D = (a, b)× R � âåðòèêàëüíàÿ ïîëîñà,

ôóíêöèÿ y(x) � íåïðîäîëæàåìîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè(x0, y0), îïðåäåë¼ííîå íà (α, ω),
òîãäà

I) ëèáî a = α, ëèáî a < α, è òîãäà |y(x)| → +∞ ïðè x→ α + 0;
II) ëèáî b = ω, ëèáî b > ω, è òîãäà |y(x)| → +∞ ïðè x→ ω − 0.
Äîêàæåì II.

Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè b > ω, òîãäà |y(x)| → +∞ ïðè x → ω − 0. Èñïîëüçóåì
äëÿ ýòîãî òåîðåìó î ïîêèäàíèè êîìïàêòà. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî êîìïàêòîâ ΓR ={

(x, y) ∈ R : x ∈
[
x0,

ω+d
2

]
, |y| 6 R

}
. Ïî òåîðåìå î ïîêèäàíèè êîìïàêòà ñóùåñòâóåò

r−(R) ∈ R, ïðè êîòîðîì (x, y(x)) /∈ Γ ïðè x ∈ (r+(R), ω). Ïîñêîëüêó ω < ω+d
2
, çíà÷èò,

|y(r+(R))| > R, |y(x)| > R ïðè x ∈ (r+(R), ω). Óâåëè÷èâàÿ R, ïîëó÷àåì |y(x)| → +∞
ïðè x→ ω − 0. Ïóíêò I äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

×ÒÄ
Çàìå÷àíèå ê òåîðåìå î ïîâåäåíèè â ïîëîñå. Âûðàæåíèå |y(x)| → +∞ ïðè

x→ ω − 0 îçíà÷àåò
ëèáî y(x)→ +∞ ïðè x→ ω − 0,
ëèáî y(x)→ −∞ ïðè x→ ω− 0. Òàê, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî R > 0 y(r+(R)) > R, òî ïî
òåîðåìå î ïîêèäàíèè êîìïàêòà |y(x)| > R ïðè x ∈ (r+(R), ω). Åñëè íàéä¼òñÿ x1 ïðè
êîòîðîì y(x1) < −R, òî èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè y íàéä¼òñÿ òî÷êà x2, äëÿ êîòîðîé
y(x2) = 0. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, y(x) > R ïðè âñåõ x ∈ (r+(R), ω).

�12. Ìåòîäû ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå n-ãî ïîðÿäêà

G
(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
= 0, (5)

ãäå y = y(x), G : D → R, D ⊂ R(n+2). Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ
ïîíèçèòü ïîðÿäîê ýòîãî óðàâíåíèÿ.
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I. Ôóíêöèÿ G íå çàâèñèò îò y, y′, . . . , y(k−1):

G
(
x, y(k), y(k+1), . . . , y(n)

)
= 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó

z(x) = y(k)(x),

òîãäà óðàâíåíèå (5) ñòàíåò ïîðÿäêà n− k:

G
(
x, z, z′, . . . , . . . , z(n−k)

)
= 0.

II. Ãðóïïèðîâêà.
Ýòîò âàðèàíò ïîäõîäèò, êîãäà óðàâíåíèå (5) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

d

dx
H
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
= 0,

ïîðÿäîê óìåíüøàåòñÿ íà 1:

H
(
x, y, y′, . . . , y(n−1)

)
= C.

III. Ôóíêöèÿ G îäíîðîäíàÿ ïî y,
ò.å. äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî λ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

G
(
x, λy, λy′, . . . , λy(n)

)
= λδG

(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà δ.

Òàê, åñëè âçÿòü λ =
1

y
, òî (5) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

G

(
x, 1,

y′

y
,
y′′

y
, . . . ,

y(n)

y

)
= 0. (∗)

Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî çàìåíà

z(x) =
y′(x)

y(x)

ïðèâåä¼ò ê íóæíîìó ðåçóëüòàòó. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

y′(x) = y(x)z(x),

y′′ = y′z + yz′,

y′′

y
=
y′

y
z + z′,

y′′

y
= z2 + z′.
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Ïî èíäóêöèè ïîêàæåì, ÷òî

y(k)

y
= Φk

(
z, z′, . . . , z(k−1)

)
.

Äëÿ k = 1, 2 ýòî âûâåëè âûøå, ïóñòü äëÿ k = i ñïðàâåäëèâî

y(i)

y
= Φi

(
z, z′, . . . , z(i−1)

)
,

òîãäà

y(i+1) =
d

dx
y(i) =

{
ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

}
=

d

dx

(
yΦi

(
z, z′, . . . , z(i−1)

))
=

y′Φi

(
z, z′, . . . , z(i−1)

)
+y

d

dx
Φi

(
z, z′, . . . , z(i−1)

)
= y′Φi

(
z, z′, . . . , z(i−1)

)
+yΦ̃i+1

(
z, z′, . . . , z(i)

)
,

ïîëó÷àåì

y(i)

y
=
y′

y
Φi

(
z, z′, . . . , z(i−1)

)
+ Φ̃i+1

(
z, z′, . . . , z(i)

)
=

zΦi

(
z, z′, . . . , z(i−1)

)
+ Φ̃i+1

(
z, z′, . . . , z(i)

)
= Φi+1

(
z, z′, . . . , z(i)

)
.

Â ðåçóëüòàòå, (*) ïðè òàêîé çàìåíå ñòàíåò

G
(
x, 1, z, z2 + z′, . . . ,Φn

(
z, z′, . . . , z(n−1)

))
= 0,

ýòî ìîæíî ïåðåîáîçíà÷èòü

W
(
x, z, z′, . . . , z(n−1)

)
= 0,

ïîëó÷èëè óðàâíåíèå íà ïîðÿäîê íèæå.
IV. Ôóíêöèÿ G íå çàâèñèò îò x â ÿâíîì âèäå.

Â ñëó÷àå, åñëè óðàâíåíèå (5) èìååò âèä

G
(
y, y′, . . . , y(n)

)
= 0,

ìîæíî ñäåëàòü çàìåíó
y′ = p(y),

òîãäà
y′′(x) = (p(y(x)))′x = p′y(y(x))y′x(x) = p′p.

Ïî èíäóêöèè ïîêàæåì, ÷òî

y(k) = Φk

(
p, p′, . . . , p(k−1)

)
.

Äëÿ k = 1, 2 ýòî âûâåëè âûøå, ïóñòü äëÿ k = i ñïðàâåäëèâî

y(i) = Φi

(
p, p′, . . . , p(i−1)

)
,
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òîãäà

y(i+1)(x) =
dy(i)(x)

dx
=

{
ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

}
=

d

dx
Φk

(
p, p′, . . . , p(k−1)

)
=

∂

∂p
Φk

(
p, p′, . . . , p(k−1)

) dp(y(x))

dx
+

∂

∂p′
Φk

(
p, p′, . . . , p(k−1)

) dp′(y(x))

dx
+ · · ·+

∂

∂p(k−1)
Φk

(
p, p′, . . . , p(k−1)

) dp(k−1)(y(x))

dx
=

∂

∂p
Φk

(
p, p′, . . . , p(k−1)

)
p′p+

∂

∂p′
Φk

(
p, p′, . . . , p(k−1)

)
p′′p+· · ·+ ∂

∂p(k−1)
Φk

(
p, p′, . . . , p(k−1)

)
p(k)p = Φi+1

(
p, p′, . . . , p(i)

)
.

Â ðåçóëüòàòå, (5) ïðè òàêîé çàìåíå ñòàíåò

G
(
y, p, pp′, . . . ,Φn

(
p, p′, . . . , p(n−1)

))
= 0,

ýòî ìîæíî ïåðåîáîçíà÷èòü

W
(
y, p, p′, . . . , p(n−1)

)
= 0,

ïîëó÷èëè óðàâíåíèå íà ïîðÿäîê íèæå.
V. Çàìåíà Ýéëåðà.

Â ñëó÷àå, åñëè óðàâíåíèå (5) èìååò âèä

G
(
y, xy′, x2y′′, . . . , xny(n)

)
= 0,

çàìåíèì ïåðìåííóþ x íà íîâóþ t : x = ϕ(t), òîãäà y(x) = y(ϕ(t)), ýòî ìîæíî îáîçíà-
÷èòü ÷åðåç íîâóþ ôóíêöèþ u(t):

y(x) = y(ϕ(t)) = u(t) = u(t(x)).

Ïîïðîáóåì âçÿòü òàêóþ ôóíêöèþ ϕ, ÷òîáû ìîæíî áûëî çàìåíèòü xy′ íà u′, äëÿ ýòîãî
ðàñïèøåì:

xy′(x) = ϕ(t)
dy(x)

dx
,

u′(t) =
du(t)

dt
=
dy(ϕ(t))

dt
=
dy(ϕ)

dϕ

ϕ(t)

dt
=
dy(x)

dx

ϕ(t)

dt
,

çíà÷èò, íàäî ïîäîáðàòü ôóíêöèþ ϕ òàê, ÷òîáû ϕ(t) =
ϕ(t)

dt
. Âñå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâ-

íåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ êàê ϕ(t) = Cet, ïîýòîìó ìîæíî âûáðàòü ñëåäóþùóþ çàìåíó:
åñëè x > 0, òî x = et,
åñëè x < 0, òî x = −et.
Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé, x > 0, çàìåíà x = et, t = lnx, òîãäà

y(x) = y(ϕ(t)) = u(t) = u(lnx).

xy′(x) = x
du(t(x))

dx
= x

du(t)

dt

dlnx

dx
= x

du(t)

dt

1

x
= u′(t) =

d

dt
u,
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x2y′′(x) = x2
d

dx

(
u′(t(x))

x

)
= x2

u′′(t)t′(x)x− u′(t)
x2

=

u′′(t)− u′(t) =
d

dt
(u′ − u) =

d

dt

(
d

dt
− 1

)
u.

Ïî èíäóêöèè ïîêàæåì, ÷òî

xky(k) = Φk

(
u, u′, . . . , u(k)

)
=

d

dt

(
d

dt
− 1

)(
d

dt
− 2

)
. . .

(
d

dt
− k + 1

)
u.

Äëÿ k = 1, 2 ýòî âûâåëè âûøå, ïóñòü äëÿ k = i ñïðàâåäëèâî

xiy(i) =
d

dt

(
d

dt
− 1

)(
d

dt
− 2

)
. . .

(
d

dt
− i+ 1

)
u,

òîãäà

xi+1y(i+1)(x) =

{
ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

}
=

xi+1 d

dx

(
d
dt

(
d
dt
− 1
) (

d
dt
− 2
)
. . .
(
d
dt
− i+ 1

)
u

xi

)
=

xi+1
d
dt

(
d
dt
− 1
) (

d
dt
− 2
)
. . .
(
d
dt
− i+ 1

)
u′(t)t′(x)xi − d

dt

(
d
dt
− 1
) (

d
dt
− 2
)
. . .
(
d
dt
− i+ 1

)
uixi−1

x2i
=

d

dt

(
d

dt
− 1

)(
d

dt
− 2

)
. . .

(
d

dt
− i+ 1

)
u′(t)−i d

dt

(
d

dt
− 1

)(
d

dt
− 2

)
. . .

(
d

dt
− i+ 1

)
u =

d

dt

(
d

dt
− 1

)(
d

dt
− 2

)
. . .

(
d

dt
− i+ 1

)
(u′ − iu) =

d

dt

(
d

dt
− 1

)(
d

dt
− 2

)
. . .

(
d

dt
− i+ 1

)(
d

dt
− i
)
u = Φi+1

(
u, u′, . . . , u(i+1)

)
.

Äîêàçàëè øàã èíäóêöèè.
Â ðåçóëüòàòå, (5) ïðè òàêîé çàìåíå ñòàíåò

G
(
u, u′, u′′ − u′, . . . ,Φn

(
u, u′, . . . , u(n)

))
= 0,

ýòî ìîæíî ïåðåîáîçíà÷èòü
W
(
u, u′, . . . , u(n)

)
= 0,

ïîëó÷èëè óðàâíåíèå âèäà IV.
VI. Ôóíêöèÿ G îáîáù¼ííî-îäíîðîäíàÿ,

ò.å. äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî λ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

G
(
λx, λαy, λα−1y′, λα−2y′′, . . . , λα−ny(n)

)
= λδG

(
x, y, y′, . . . , y(n)

)
äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà δ.
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Òàê, åñëè âçÿòü λ =
1

x
, òî (5) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

G

(
1,

y

xα
,
y′

xα−1
,
y′′

xα−2
, . . . ,

y(n)

xα−n

)
= 0. (∗∗)

Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî çàìåíà

z(x) =
y(x)

xα

ïðèâåä¼ò ê íóæíîìó ðåçóëüòàòó. Äåéñòâèòåëüíî, èìååì

y(x) = xαz(x),

y′ = αxα−1z + xαz′,

y′

xα−1
= αz + xz′.

Ïî èíäóêöèè ïîêàæåì, ÷òî

y(k)

xα−k
= Φk

(
z, xz′, . . . , xkz(k)

)
.

Äëÿ k = 1 ýòî âûâåëè âûøå, ïóñòü äëÿ k = i ñïðàâåäëèâî

y(i)

xα−i
= Φi

(
z, xz′, . . . , xiz(i)

)
,

òîãäà

y(i+1)

xα−i−1
=

1

xα−i−1
d

dx
y(i) =

{
ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè

}
=

1

xα−i−1
d

dx

(
xα−iΦi

(
z, xz′, . . . , xiz(i)

))
=

1

xα−i−1

(
(α− 1)xα−i−1Φi

(
z, xz′, . . . , xiz(i)

)
+ xα−i

d

dx
Φi

(
z, xz′, . . . , xiz(i)

))
=

(α− 1)Φi

(
z, xz′, . . . , xiz(i)

)
+ x

d

dx
Φi

(
z, xz′, . . . , xiz(i)

)
=

(α−1)Φi

(
z, xz′, . . . , xiz(i)

)
+x

(
∂

∂z
Φi

d

dx
z +

∂

∂(xz′)
Φi

d

dx
(xz′) + · · ·+ ∂

∂(xiz(i))
Φi

d

dx
(xiz(i))

)
=

(α− 1)Φi

(
z, xz′, . . . , xiz(i)

)
+ x

(
Φ̃1
i z
′ + Φ̃2

i (z
′ + xz′′) + · · ·+ Φ̃i

i(ix
i−1z(i) + xiz(i+1))

)
=

(α−1)Φi

(
z, xz′, . . . , xiz(i)

)
+Φ̃1

i+1

(
z, xz′, . . . , xi+1z(i+1)

)
+Φ̃2

i+1

(
z, xz′, . . . , xi+1z(i+1)

)
+. . .

+ Φ̃i
i+1

(
z, xz′, . . . , xi+1z(i+1)

)
= Φi+1

(
z, xz′, . . . , xi+1z(i+1)

)
.

Äîêàçàëè øàã èíäóêöèè. Â ðåçóëüòàòå, (**) ïðè òàêîé çàìåíå ñòàíåò

G
(
1, z, αz + xz′, . . . ,Φn

(
z, xz′, . . . , xnz(n)

))
= 0,
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ýòî ìîæíî ïåðåîáîçíà÷èòü

W
(
z, xz′, . . . , xnz(n)

)
= 0,

ïîëó÷èëè óðàâíåíèå âèäà V.
Ïðèìåð. Ðåøèì çàäà÷ó Êîøè

x4y′′ − xyy′ + 2y2 − 2x2y = 0,
y(1) = 2,
y′(1) = 4, 5.

Ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îáîáù¼ííî-îäíîðîäíîå, äåéñòâèòåëüíî,

(λx)4(λα−2y′′)− (λx)(λαy)(λα−1y′) + 2(λαy)2 − 2(λx)2(λαy) =

λα+2x4y′′ − λ2αxyy′ + λ2α2y2 − λα+22x2y = λδ(x4y′′ − xyy′ + 2y2 − 2x2y)

ïðè λ = 2 è δ = 4. Çíà÷èò, ïðîäåëàâ çàìåíó z(x) =
y(x)

xα
, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèå òèïà

V.
Çàìåíà 1. z(x) = y(x)

x2
,

òîãäà
y(x) = x2z(x),

y′(x) = 2xz(x) + x2z′(x),

y′′(x) = 2z(x) + 4xz′(x) + x2z′′(x),

ïðè ýòîì èç íà÷àëüíûõ äàííûõ

z(1) =
y(1)

12
= 2,

z′(1) =
y′(x)− 2xz(x)

x2

∣∣∣∣
x=1

= y′(1)− 2z(1) = 4, 5− 2 · 2 = 0, 5,

òîãäà íàøå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

x4(2z + 4xz′ + x2z′′)− x(x2z)(2xz + x2z′) + 2(x2z)2 − 2x2(x2z) = 0,

ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ

x2z′′ + 4xz′ − z · xz′ = 0,

ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì íîâóþ çàäà÷ó Êîøè
x2z′′ + 4xz′ − z · xz′ = 0,
z(1) = 2,
z′(1) = 0, 5.

Ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òèïà V, ïðîâåä¼ì çäåñü çàìåíó, ïðèâîäÿùóþ ê
óðàâíåíèþ âèäà IV.
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Çàìåíà 2. x = et

(çäåñü ìû ìîæåì âûáðàòü èç äâóõ çàìåí x = et, åñëè x > 0, è x = −et, åñëè x < 0,
ïåðâóþ, ïîñêîëüêó çàäà÷à Êîøè çàäàíà â òî÷êå x = 1, ýòî âõîäèò èìåííî â ñëó÷àé
x > 0)
òîãäà

z(x) = z(et) = u(t) = u(lnx),

è, êàê ìû óæå âûñ÷èòûâàëè,

xz′ = u′, x2z′′ = u′′ − u′,

è èç íà÷àëüíûõ äàííûõ
2 = z(1) = u(ln1) = u(0),

u′(lnx)

∣∣∣∣
x=1

= xz′(x)

∣∣∣∣
x=1

= 0, 5,

à äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

(u′′ − u′) + 4u′ − u · u′ = 0,

ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì íîâóþ çàäà÷ó Êîøè
u′′ + 3u′ − uu′ = 0,
u(0) = 2,
u′(0) = 0, 5.

Íîâîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òèïà IV, îíî íå çàâèñèò â ÿâíîì âèäå îò ïåðå-
ìåííîé t.

Çàìåíà 3. p(u) = u′

Êàê ìû óæå âû÷èñëÿëè, u′′ = p′p, à èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé p(2) = 0, 5, äèôôåðåí-
öèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðåïèøåòñÿ â âèäå pp′ + 3p − up = 0, çàäà÷à Êîøè ïîëó÷èòñÿ
ñëåäóþùåé {

pp′ + 3p− up = 0,
p(2) = 0, 5.

Ðåøèì å¼. Ïîñêîëüêó p(u) = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, íî
íå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, òî ìîæåì ïîäåëèòü íà p. Ïîëó÷èì p′ = u−3 �
óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, åãî îáùåå ðåøåíèå

p(u) =
u2

2
− 3u+ C0,

èñïîëüçóÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå 0, 5 = 2− 6 + C0, C0 = 4, 5, ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

p(u) =
u2

2
− 3u+ 4, 5 =

u2 − 6u+ 9

2
=

(u− 3)2

2
.

Òåïåðü ïðîâîäèì îáðàòíûå çàìåíû.
Èç çàìåíû 3

u′(t) =
(u− 3)2

2
.
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Ýòî óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè, ãäå u(t) = 3 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
óðàâíåíèÿ, íî íå óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì äàííûì u(0) = 2, u′(0) = 0, 5, ïîýòîìó
ìîæíî äåëèòü íà u− 3 : ∫

du

(u− 3)2
=

∫
dt

2
,

−1

(u− 3)
=
t

2
+ C1.

Èñïîëüçóÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå u(0) = 2, ïîëó÷èì −1
(2−3) =

0

2
+ C1, C1 = 1, òîãäà

u(t) = 3− 2

t+ 2
=

3t+ 4

t+ 2
.

Èç çàìåíû 2

z(x) =
3lnx+ 4

lnx+ 2
.

Èç çàìåíû 1
y(x)

x2
=

3lnx+ 4

lnx+ 2
.

Ïîëó÷àåì îòâåò èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè:

y(x) = x2
3lnx+ 4

lnx+ 2
.
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