
ÎÑÍÎÂÛ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ

Ëåêòîð � Àëåêñàíäð Àíàòîëüåâè÷ Åãîðîâ

Ïðîãðàììà êóðñà ëåêöèé
(1-é ñåìåñòð, 32 ëåêöèè, 32 ñåìèíàðà, ýêçàìåí)

Ââåäåíèå

Ïðåäïîñûëêè âîçíèêíîâåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Âåõè ðàçâèòèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Îáùåìàòåìàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ (÷èñëà, ôóíêöèè
è îòîáðàæåíèÿ, ãðàôèêè è èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ). Íàèâíàÿ íåïðåðûâíîñòü.
Ïðîèçâîäíûå è ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (äèôôåðåíöèðîâàíèå è àëãåá-
ðàè÷åñêèå îïåðàöèè, ïðîèçâîäíàÿ êîìïîçèöèè è îáðàòíîé ôóíêöèè). Ïðî-
èçâîäíûå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ëîãè÷åñêàÿ ñèìâîëèêà. Âûñêàçûâàíèÿ.
Êâàíòîðû. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ. Áèíîì Íüþòîíà. Íåðàâåíñòâî Áåð-
íóëëè.

1. Ïðåäåë è íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé

Âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Àêñèîìà ïîëíîòû. Ïðèíöèï âëîæåííûõ îòðåçêîâ.
Òî÷íûå ãðàíèöû. Íàèáîëüøèé ýëåìåíò. Ñóùåñòâîâàíèå òî÷íûõ ãðàíèö. Ðàñ-
øèðåííàÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ. Êðèòåðèé òî÷íîé âåðõíåé ãðàíèöû.

Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñõîäÿùèåñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè, ñòðåìÿùèåñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ïðåäåë è íåðàâåíñòâî. Òåîðåìà
î çàæàòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïðåäåë è îãðàíè÷åííîñòü. Ïðåäåë è àðèô-
ìåòè÷åñêèå îïåðàöèè. Ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ÷àñòè÷íûå ïðåäåëû. Òåîðå-
ìà Áîëüöàíî � Âåéåðøòðàññà. Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î ìîíîòîííîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè. Ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Êðèòåðèé Êîøè.

Ïðåäåë ôóíêöèè. Ïðåäåëüíûå òî÷êè. Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè.
Îêðåñòíîñòè è ïðîêîëîòûå îêðåñòíîñòè. Îïðåäåëåíèå ïðåäåëüíîé òî÷êè è
ïðåäåëà íà ÿçûêå îêðåñòíîñòåé. Ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé ïðåäåëà ïî
Ãåéíå è ïî Êîøè. Ïðåäåëüíûé ïåðåõîä â íåðàâåíñòâå. Ïðåäåë è àëãåáðàè-
÷åñêèå îïåðàöèè. Ïðåäåë êîìïîçèöèè. Êðèòåðèé Êîøè.

Àñèìïòîòè÷åñêèå ñðàâíåíèÿ. Ñðàâíåíèÿ o-ìàëîå è O-áîëüøîå. Ïðåîá-
ðàçîâàíèå âûðàæåíèé ñ o-ìàëûìè è O-áîëüøèìè. Ãëàâíàÿ ÷àñòü ôóíêöèè.
Ðàáîòà ñ íåîïðåäåëåííîñòÿìè âèäà 0/0 è ∞/∞. Ïðàâèëî Áåðíóëëè � Ëî-
ïèòàëÿ.

Ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè è çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû. Ñóùåñòâîâàíèå ïðå-
äåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (1+x/n)n. Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ è å¼ ñâîéñòâà.
×èñëî e. Íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì è åãî ñâîéñòâà. Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ è å¼
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ñâîéñòâà. Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû. Ñðàâíå-
íèå ñòåïåííîé, ïîêàçàòåëüíîé è ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèé.

Íåïðåðûâíîñòü. Êëàññèôèêàöèÿ ðàçðûâîâ. Íåïðåðûâíîñòü ñóììû, ðàç-
íîñòè, ïðîèçâåäåíèÿ, îòíîøåíèÿ, êîìïîçèöèè. Òåîðåìà Áîëüöàíî � Êîøè
î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ. Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà î íàèáîëüøåì è íàè-
ìåíüøåì çíà÷åíèÿõ.

2. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé

Äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè. Ôè-
çè÷åñêèé è ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðîèçâîäíîé. Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöè-
àëà. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ äèôôåðåíöèàëà. Ñâÿçü ïðîèçâîäíîé è
äèôôåðåíöèàëà. Äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé î ïðîèçâîäíûõ èç ââåäåíèÿ
(äèôôåðåíöèðîâàíèå è àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè, ïðîèçâîäíàÿ êîìïîçèöèè
è îáðàòíîé ôóíêöèè, ïðîèçâîäíûå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé).

Òåîðåìû î ñðåäíåì çíà÷åíèè. Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì. Òåîðåìà Ôåðìà î
íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ýêñòðåìóìà. Òåîðåìû Ðîëëÿ, Ëàãðàíæà, Êîøè.

Ôîðìóëà Òåéëîðà. Îïðåäåëåíèå ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ. Ôîðìóëà Òåéëî-
ðà ñ îñòàòêîì â ôîðìå Ëàãðàíæà è Ïåàíî. Ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà îñíîâíûõ
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè. Ìîíîòîííîñòü. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî
ýêñòðåìóìà. Âûïóêëûå ôóíêöèè. Òî÷êè ïåðåãèáà. Àñèìïòîòû. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ïðàâèëà Áåðíóëëè � Ëîïèòàëÿ. Ìåòîä Íüþòîíà.

Ïåðâîîáðàçíàÿ. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì äëÿ ïåðâîîáðàçíîé. Çàìåíà
è ïîäñòàíîâêà äëÿ ïåðâîîáðàçíîé. Ïåðâîîáðàçíàÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè.
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè. Ëèíåé-
íûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè.

3. Èíòåãðàë Ðèìàíà

Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà è åãî ñâîéñòâà. Ðàçáèåíèÿ è èíòåãðàëü-
íûå ñóììû. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ðèìàíà. Ñóììû Äàðáó. Êðèòåðèé Äàð-
áó. Êðèòåðèé èíòåãðèðóåìîñòè â òåðìèíàõ êîëåáàíèÿ ôóíêöèè. Íåîáõîäè-
ìîå óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè. Èíòåãðèðóåìîñòü íåïðåðûâíîé è ìîíîòîí-
íîé ôóíêöèè. Ëèíåéíîñòü, àääèòèâíîñòü è ìîíîòîííîñòü èíòåãðàëà. Ïåð-
âàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì.

Èíòåãðàë è ïåðâîîáðàçíàÿ. Ñâÿçü èíòåãðàëà è ïåðâîîáðàçíîé. Ôîðìóëà
Íüþòîíà � Ëåéáíèöà. Ôîðìóëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíòåãðàëà ñ ïåðåìåí-
íûìè ïðåäåëàìè. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ èíòåãðàëüíûì îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì.

Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë. Îïðåäåëåíèå íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà äëÿ
áåñêîíå÷íîé è êîíå÷íîé òî÷êè. Êðèòåðèé Êîøè ñõîäèìîñòè íåñîáñòâåííî-
ãî èíòåãðàëà. Àáñîëþòíàÿ è óñëîâíàÿ ñõîäèìîñòü íåñîáñòâåííîãî èíòåãðà-
ëà. Èíòåãðèðîâàíèå ñòåïåííûõ îñîáåííîñòåé. Òåîðåìà ñðàâíåíèÿ. Ïðèçíàêè
Àáåëÿ è Äèðèõëå. Ñõîäèìîñòü â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.

Ýéëåðîâû èíòåãðàëû. Îïðåäåëåíèå Ã-ôóíêöèè è Â-ôóíêöèè è èõ îñíîâ-
íûå ñâîéñòâà. Èíòåãðàë Ýéëåðà � Ïóàññîíà.
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Ïðèëîæåíèÿ èíòåãðàëà. Ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè. Ïëîùàäü
ýëëèïñà. Îáúåì òåë âðàùåíèÿ. Äëèíà êðèâîé. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âðà-
ùåíèÿ. Íåçàâèñèìîñòü äëèíû ïóòè îò ïàðàìåòðèçàöèè. Ìàññà è öåíòð ìàññ
îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ.

4. ×èñëîâûå è ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû

Ñõîäèìîñòü ðÿäà. Îïðåäåëåíèå ðÿäà, ÷àñòè÷íûõ ñóìì, ñõîäÿùåãîñÿ ðÿ-
äà. Êðèòåðèé Êîøè. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ðÿäà. Àáñîëþòíî è
óñëîâíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû.

Cõîäèìîñòü çíàêîïîñòîÿííûõ ðÿäîâ. Òåîðåìà ñðàâíåíèÿ äëÿ ðÿäîâ. Èí-
òåãðàëüíûé ïðèçíàê ñõîäèìîñòè. Ñõîäèìîñòü ýòàëîííûõ ðÿäîâ. Ãàðìîíè÷å-
ñêèé ðÿä. Ïðèçíàêè Êîøè è Äàëàìáåðà.

Ñõîäèìîñòü çíàêîïåðåìåííûõ ðÿäîâ. Ïðèçíàêè Àáåëÿ è Äèðèõëå. Ïðè-
çíàê Ëåéáíèöà.

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïîòî÷å÷íàÿ è ðàâíî-
ìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Íåïðåðûâíîñòü
ïðåäåëà ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ðàâíîìåðíàÿ íîðìà.

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ. Ïîòî÷å÷íàÿ è ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü
ôóíêöèîíàëüíûõ ðÿäîâ. Íåïðåðûâíîñòü ñóììû ðÿäà. Ïî÷ëåííîå èíòåãðè-
ðîâàíèå è äèôôåðåíöèðîâàíèå ðÿäà. Êðèòåðèé Êîøè. Ïðèçíàê Âåéåðøòðàñ-
ñà. Ïðèçíàêè Àáåëÿ è Äèðèõëå.

Ñòåïåííûå ðÿäû. Îïðåäåëåíèå ñòåïåííîãî ðÿäà. Ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ñòå-
ïåííîãî ðÿäà. Ñõîäèìîñòü íà ãðàíèöå îáëàñòè ñõîäèìîñòè. Ðàâíîìåðíàÿ
ñõîäèìîñòü ñòåïåííîãî ðÿäà. Ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðî-
âàíèå ñòåïåííîãî ðÿäà. Ðÿä Òåéëîðà îñíîâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé.

Ëèòåðàòóðà

Áóòóçîâ Â. Ô., Êðóòèöêàÿ Í. ×., Ìåäâåäåâ Ã. Í., Øèøêèí À. À. Ìàòåìà-
òè÷åñêèé àíàëèç â âîïðîñàõ è çàäà÷àõ.
Äåìèäîâè÷ Á. Ï. Ñáîðíèê çàäà÷ è óïðàæíåíèé ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëè-
çó.
Çåëüäîâè÷ ß. Á. Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà äëÿ íà÷èíàþùèõ è å¼ ïðèëîæåíèÿ ê
ôèçèêå.
Çåëüäîâè÷ ß. Á., ßãëîì È. Ì. Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà äëÿ íà÷èíàþùèõ ôèçè-
êîâ è òåõíèêîâ.
Çîðè÷ Â. À. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç.
Èëüèí Â. À., Ïîçíÿê Ý. Ã. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.
Êóäðÿâöåâ Ë. Ä. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.
Êóäðÿâöåâ Ë. Ä., Êóòàñîâ À. Ä., ×åõëîâ Â. È., Øàáóíèí Ì. È. Ñáîðíèê
çàäà÷ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó.
Êóðàíò Ð. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.
Ñìèðíîâ Â. È. Êóðñ âûñøåé ìàòåìàòèêè.
Ôèõòåíãîëüö Ã. Ì. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.
Ôèõòåíãîëüö Ã. Ì. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

3



Ïëàí ñåìèíàðîâ

1-ûé ñåìèíàð: Ãðàôèêè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðàôèêîâ.
2�3-èé ñåìèíàðû: Äèôôåðåíöèðîâàíèå ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Ïðîèçâîä-
íàÿ ñóììû, ïðîèçâåäåíèÿ è êîìïîçèöèè.
4-ûé ñåìèíàðû: Ìàòåìàòè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ. Áèíîì Íüþòîíà.
5-ûé ñåìèíàð: Âåðõíèå è íèæíèå ãðàíè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Îïðåäåëåíèå
ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Âåðõíèå è íèæíèå ïðåäåëû.
6�7-îé ñåìèíàðû: Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (â òîì ÷èñëå
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8-îé ñåìèíàð: Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè. Íåïðåðûâíîñòü è òî÷êè ðàç-
ðûâà.
9-ûé ñåìèíàð: o-ìàëîå è O-áîëüøîå. Òåõíèêà àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé.
Çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû.
10-11-ûé ñåìèíàðû: Âû÷èñëåíèå ïðåäåëîâ ôóíêöèé (íåîïðåäåëåííîñòè 1∞,
0
0 ,
∞
∞ , 0 · ∞. Ïðàâèëî Áåðíóëëè � Ëîïèòàëÿ.

12-ûé ñåìèíàð: Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé. Ïðîèçâîäíàÿ è äèôôåðåíöèàë.
Äèôôåðåíöèðîâàíèå îáðàòíîé, íåÿâíîé è ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííîé ôóíê-
öèè.
13�14-ûé ñåìèíàð: Òåîðåìà Ëàãðàíæà. Èññëåäîâàíèå ôóíêöèé íà ìîíîòîí-
íîñòü è âûïóêëîñòü. Íåðàâåíñòâî Éåíñåíà
15-ûé ñåìèíàðû: Ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
òî÷êàì.
16�17-ûé ñåìèíàðû: Ïðîèçâîäíûå âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Ôîðìóëà Òåéëîðà ñ
îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ïåàíî, Êîøè è Ëàãðàíæà. Ïðèáëèæåííûå âû-
÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé.
18�19-ûé ñåìèíàðû: Íàõîæäåíèå ïðîñòåéøèõ íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ
(ëèíåéíîñòü, çàìåíà ïåðåìåííûõ, èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì)
20-ûé ñåìèíàð: Èíòåãðèðîâàíèå ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé. Ïðîñòåéøèå èð-
ðàöèîíàëüíîñòè
21-ûé ñåìèíàð: Èíòåãðèðîâàíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé.
22�23-ûé ñåìèíàðû: Âû÷èñëåíèå îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ. Äèôôåðåíöè-
ðîâàíèå èíòåãðàëà ñ ïàðàìåòðîì.
24�25-ûé ñåìèíàðû: Íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë Ðèìàíà. Èíòåãðàëû Ýéëåðà
25�26-ûé ñåìèíàðû: Ñõîäèìîñòü ÷èñëîâûõ ðÿäîâ. Óñëîâíàÿ è àáñîëþòíàÿ
ñõîäèìîñòü. Ïðèçíàêè Êîøè è Äàëàìáåðà, èíòåãðàëüíûé ïðèçíàê, ïðèçíà-
êè Àáåëÿ è Äèðèõëå.
26�27-ûé ñåìèíàðû: Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ôóíêöèîíàëüíûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòåé è ðÿäîâ. Ïðèçíàê Âåéåðøòðàññà.
28-îé ñåìèíàð: Ñòåïåííûå ðÿäû. Ðàäèóñ è èíòåðâàë ñõîäèìîñòè.
29�30-ûé ñåìèíàð: Èíòåãðèðóåìîñòü è äèôôåðåíöèðóåìîñòü ñòåïåííûõ ðÿ-
äîâ. Ðÿä Ìàêëîðåíà ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé
Îñòàâøååñÿ âðåìÿ 2 ñåìèíàðîâ ðàñïðåäåëÿþòñÿ íà ïðîâåäåíèå ïðîâåðî÷íûõ
ðàáîò è ïîâòîðíîå èçó÷åíèå íàèáîëåå òðóäíûõ òåì.
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Çàäàíèÿ ïî îñíîâàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

1-é ñåìåñòð

Çàäàíèå 1 (ñäàòü äî 6 îêòÿáðÿ)

1. [8 áàëëîâ] Ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé:

(à) f(x) =
3x+ 2

x+ 4
;

(á) f(x) = 5x2 + 4|x| − 3.
2. [5 áàëëîâ] Íàéòè ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè

y = sin

(
ln(3 + ctg x3)

x3 + 1

)
− e−3x arccos( 3

√
x+ 3 + 5 tg3 x).

3. [5 áàëëîâ] Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

√
n < 1 +

1√
2
+

1√
3
+ . . .+

1√
n
< 2
√
n, n ≥ 2.

4. [6 áàëëîâ] Íàéòè âñå a, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò òàêîå b, ÷òî ïðè âñåõ c
âûðàæåíèå b2−ab+3ac− c2− b íå ïîëîæèòåëüíî. Çàïèøèòå óñëîâèå çàäà÷è
â òåðìèíàõ êâàíòîðîâ âñåîáùíîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ.
5. [6 áàëëîâ] Äëÿ âñåõ a ∈ R íàéòè òî÷íûå ãðàíèöû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

xn = (−1)n
3

(1− a/n2).

6. [6 áàëëîâ] Èññëåäîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà îãðàíè÷åííîñòü è ìîíî-
òîííîñòü è íàéòè å¼ ïðåäåë: x1 = 5, xn+1 =

√
3xn.

7. [12 áàëëîâ] Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn = cosn ðàñõîäèòñÿ.
Îäíàêî, äëÿ êàæäîãî x ∈ [−1, 1] íàéäåòñÿ ñõîäÿùàÿñÿ ê x ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü xnk

= cosnk.
8. [5 áàëëîâ]Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèé, âû÷èñëèòü ïðåäåë

lim
x→0

ln(1 + 2 sin2 x)
3
√
1− x2 − 1

.

9. [5 áàëëîâ] Èñïîëüçóÿ çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë, íàéòè ïðåäåë (ctg x)tg 2x

ïðè x→ π/4.
10. [5 áàëëîâ] Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Áåðíóëëè �� Ëîïèòàëÿ, íàéòè ïðåäåë

lim
x→+∞

x arccos
x√

1 + x2
.
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Çàäàíèå 2 (ñäàòü äî 7 íîÿáðÿ)

11. [6 áàëëîâ] Âåðíî ëè, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ÷èñëà a, b, ÷òî

1 + ax2

sinx
− 1 + bx2

x cosx
= O(x5) ïðè x→ 0.

12. [10 áàëëîâ] Ïîäîáðàòü ôóíêöèè âèäà C(x− a)λ, êîòîðûå ëó÷øå âñåãî
àïïðîêñèìèðóþò ôóíêöèè:

(a) ctg x ïðè x→ 0;
(á) ln sinx ïðè x→ π/2.

13. [7 áàëëîâ] Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ y = y(x),
îïðåäåëåííàÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x è óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâ-
íåíèþ Êåïëåðà y − ε sin y = x, 0 ≤ ε < 1. Äîêàçàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ
(áåñêîíå÷íî) äèôôåðåíöèðóåìà. Íàéòè å¼ çíà÷åíèå è âñå ïðîèçâîäíûå äî
òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî ïðè x = 0.
14. [5 áàëëîâ] Îïðåäåëèòü ÷èñëî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ 3x4−
4x3 − 6x2 + 12x − 20 = 0 è ëîêàëèçîâàòü èõ (ò. å. îïðåäåëèòü èíòåðâàëû
êîíå÷íîé øèðèíû (ëó÷øå ≤ 1), â êàæäîì èç êîòîðûõ ëåæèò òîëüêî îäèí
êîðåíü).
15. [7 áàëëîâ] Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ëàãðàíæà î êîíå÷íîì ïðèðàùåíèè,
îïðåäåëèòü íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî A òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ R

e− cos x sinx− e− cos(x+1) sin(x+ 1) ≤ A.

16. [7 áàëëîâ] Ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ xy = yx ñî-
ñòîèò èç äâóõ êðèâûõ. Ïåðâàÿ óãàäûâàåòñÿ ëåãêî: y = x, âòîðàÿ çàäàåòñÿ
ïàðàìåòðè÷åñêè: x = (1+ t)1/t, y = (1+ t)1/t+1, t > −1 (ïðè t = 0 çíà÷åíèÿ x
è y îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëû). Íàéòè óãîë, ïîä êîòîðûì
ýòè êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ.
17. [7 áàëëîâ] Íàéòè ðàçëîæåíèå ôóíêöèè y = e2x+ln(1−3x) ïî ôîðìóëå
Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè íóëÿ äî x2 ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì â ôîðìå Ëàãðàíæà.
18. [8 áàëëîâ] Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè

y =
x2(x− 1)

(x+ 1)2
.

19. [15 áàëëîâ] Íàéòè íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû

(à)
∫

x dx

(x2 + 1)(x− 1)2
;

(á)
∫

dx

3 cosx+ sinx
;

(â)
∫

x2 dx

(x2 + a2)3/2
.
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Çàäàíèå 3 (ñäàòü äî 30 íîÿáðÿ)

20. [8 áàëëîâ] Íàéòè èíòåãðàë

1∫
−1

(
3arctg x

x2 + 1
+ xe4x+1 + 5

√
3x+ 4

)
dx.

21. [5 áàëëîâ] Íàéòè y′(0), ãäå

y(x) =

x∫
sin x

et
2

cos(xt) dt.

22. [5 áàëëîâ] Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ p è q (q > 0) ñõîäèòñÿ
íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

∞∫
π/2

(x− π/2)p cosx
1 + xq

dx.

23. [5 áàëëîâ] Îïðåäåëèòü îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà è âûðàçèòü
åãî ÷åðåç èíòåãðàë Ýéëåðà:

π/2∫
0

ctgγ x dx.

24. [20 áàëëîâ] Öèêëîèäà � ýòî êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèÿìè

x = t− sin t, y = 1− cos t.

Íàéòè
(à) äëèíó îäíîé àðêè öèêëîèäû;
(á) ïëîùàäü ïîä àðêîé;
(â) îáú¼ì òåëà, ïîëó÷åííîãî âðàùåíèåì àðêè âîêðóã îñè Ox;
(ã) ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè óêàçàííîãî òåëà.
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Çàäàíèå 4 (ñäàòü äî 30 äåêàáðÿ)

25. [5 áàëëîâ] Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
n=1

(
n− 1

n+ 1

)n(n−1)
.

26. [5 áàëëîâ] Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ðÿäà

∞∑
n=1

cosnx

np
.

27. [5 áàëëîâ] Èññëåäîâàòü ïîòî÷å÷íóþ è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà èí-
òåðâàëå [a,∞), a ≥ 0, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn(x) = arcctg nx.
28. [5 áàëëîâ] Ïîëüçóÿñü ïðèçíàêîì Âåéåðøòðàññà, èññëåäîâàòü ôóíêöè-
îíàëüíûé ðÿä íà ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü

∞∑
n=1

1

n5/12 + x2
sin

x

n1/3
, x ∈ [−1, 1].

29. [10 áàëëîâ] Îïèñàòü îáëàñòü ñõîäèìîñòè ñòåïåííûõ ðÿäîâ

(à)
∞∑
n=0

(
√
3x)n

(n+ 2)(n+ 3)
;

(á)
∞∑
n=0

(
1 +

1

n

)n2

xn.

30. [10 áàëëîâ] Ïðèìåíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå èëè äèôôåðåíöèðîâàíèå, íàéòè
ñóììû ðÿäîâ

(à)
∞∑
n=1

n2xn

n+ 1
;

(á)
∞∑
n=1

x3n

(3n)!
.

31. [10 áàëëîâ] Ðàçëîæèòü â ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöèè
(à) x ln(x+

√
x2 + 1);

(á)

x∫
0

e−t
2

dt.
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Ñèñòåìà îöåíèâàíèÿ ïî êóðñó
¾Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà¿

Èòîãîâàÿ îöåíêà ñòàâèòñÿ ïî êîëè÷åñòâó íàáðàííûõ áàëëîâ çà ïðàêòè-
÷åñêóþ ÷àñòü è òåîðåòè÷åñêóþ ÷àñòü. Ïðàêòèêà ñîñòîèò èç ðàáîòû íà ñå-
ìèíàðàõ, ðåøåíèè åæåìåñÿ÷íûõ çàäàíèé è ïîòîêîâûõ ðàáîò. Òåîðåòè÷åñêàÿ
÷àñòü çäàåòñÿ íà ýêçàìåíå. Â ïðîöåíòíîì ñîîòíîøåíèè ìàêñèìàëüíîå âîç-
ìîæíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ çà ïðàêòèêó è çà òåîðèþ ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî
60% è 40% ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàáîòà íà ñåìèíàðàõ (îöåíèâàåòñÿ êàæäûì ñåìèíàðèñòîì èíäèâèäóàëü-
íî, ìàõ 100 áàëëîâ)

Åæåìåñÿ÷íûå çàäàíèÿ (31 çàäà÷à, ìàõ 228 áàëëîâ)/
Ïîòîêîâûå ðàáîòû (3 ïîòîêîâûõ ñ 5+5+5=15 çàäà÷ ïî 30 áàëëîâ çà çà-

äà÷ó, ìàõ 450 áàëëîâ).
Òåîðåòè÷åñêèé ýêçàìåí (Ïîÿñíåíèÿ äàíû íèæå, ìàõ 530 áàëëîâ)
Ê ýêçàìåíó íåîáõîäèìî ñäàòü â ñðîê íå ìåíåå ïîëîâèíû åæå-

ìåñÿ÷íûõ çàäàíèé è íàáðàòü íà ïîòîêîâûõ êîíòðîëüíûõ íå ìåíåå
90 áàëëîâ. Ïîêà ýòè óñëîâèÿ íå âûïîëíåíû ñòóäåíò íå íà÷èíàåò
ñäàâàòü òåîðåòè÷åñêóþ ÷àñòü.

Ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé: îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé
(4), ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé (òåîðåì, ëåìì è ò. ï.) (2) è äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû (ðåøåíèÿ óïðàæíåíèÿ) (1). Ñòóäåíò îòïðàâëÿåòñÿ íà ïåðåñäà÷ó,
åñëè îí íå îòâåòèë íà ïåðâóþ è âòîðóþ ÷àñòè áèëåòà, ò. å. íå çíàåò õîòÿ áû
îäíîãî îïðåäåëåíèÿ èëè ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèÿ èç áèëåòà. Ïðè ìåë-
êèõ íåòî÷íîñòÿõ â ôîðìóëèðîâêàõ óòâåðæäåíèé, äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû
èëè ðåøåíèè óïðàæíåíèÿ ñíèæàåòñÿ êîëè÷åñòâî áàëëîâ çà ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ÷àñòü. Áàëëû ïî êàæäîé ÷àñòè áèëåòà ñëåäóþùèå: Îïðåäåëåíèÿ � 120
áàëëîâ, ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé � 160 áàëëîâ, äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû (ðåøåíèå óïðàæíåíèÿ) � 250 áàëëîâ. (Ïðè äèñòàíöèîííîé ôîðìå ñäà÷è
òåîðåòè÷åñêîãî ýêçàìåíà áàëëû çà ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè ìîãóò áûòü ïå-
ðåñìîòðåíû â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà ïðèåìà.)

Èòîãîâàÿ îöåíêà:
¾5¿ ≥ 1130 áàëëîâ
¾4¿ ≥ 820 áàëëîâ
¾3¿ ≥ 400 áàëëîâ

Ïðîãðàììó è çàäàíèÿ
ïî îñíîâàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
ñîñòàâèë äîöåíò À. À. Åãîðîâ
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