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Ëåêòîð � Àëåêñàíäð Àíàòîëüåâè÷ Åãîðîâ

Ïðîãðàììà êóðñà ëåêöèé
(2-é ñåìåñòð, 32 ëåêöèè, 32 ñåìèíàðà, ýêçàìåí)

5. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

Ìåòðè÷åñêèå è íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Îïðåäåëåíèå àðèôìåòè-
÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Rn, ñòàíäàðòíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ è åâêëè-
äîâà ðàññòîÿíèÿ â íåì. Îïðåäåëåíèå ìåòðèêè è ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
Îïðåäåëåíèå íîðìû è íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà. Ìåòðèêà, ñîãëàñîâàí-
íàÿ ñ íîðìîé. Ïðèìåðû íîðìèðîâàííûõ è ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ýêâè-
âàëåíòíîñòü íîðì â Rn. Îòêðûòûå è çàìêíóòûå øàðû, ñôåðû. Íåðàâåíñòâà
Êîøè � Áóíÿêîâñêîãî è Ìèíêîâñêîãî. Âíóòðåííèå, âíåøíèå, ãðàíè÷íûå
òî÷êè. Âíóòðåííîñòü, âíåøíîñòü, ãðàíèöà è çàìûêàíèå ìíîæåñòâà. Îòêðû-
òûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, îêðåñòíîñòè. Ñâîéñòâà îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ. Êðèòåðèé çàìêíóòîñòè. Êîìïàêòû. Ñâÿçíûå ìíîæåñòâà è îáëà-
ñòè. Ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â Rn. Ïðåäåë â òî÷êå è íåïðåðûâíîñòü
îòîáðàæåíèé àðèôìåòè÷åñêèõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ. Îïðåäåëåíèå ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ. Ïðèìå-
ðû. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Îïðåäåëåíèå äèô-
ôåðåíöèàëà. Îïðåäåëåíèå ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé è ìàòðèöû ßêîáè. Ñâÿçü
äèôôåðåíöèàëà ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Ïðèìåð íåäèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Äèôôåðåíöèðîâàíèå è àëãåáðàè÷åñêèå
îïåðàöèè. Äèôôåðåíöèðîâàíèè êîìïîçèöèè, öåïíîå ïðàâèëî. Ïðîèçâîäíàÿ
ïî íàïðàâëåíèþ. Ãðàäèåíò ôóíêöèè è åãî âèä â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ.
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ãðàäèåíòà.

Ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå è ôîðìóëà Òåéëîðà. Îïðåäåëåíèå ñòàðøèõ ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ. Ïåðåñòàíîâî÷íîñòü ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Îïðåäåëåíèå
ïðîñòðàíñòâà Ck(Ω). Ôîðìóëà Òåéëîðà. Îïðåäåëåíèå âòîðîãî äèôôåðåíöè-
àëà è ìàòðèöû Ãåññå.

Ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì. Îïðåäåëåíèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà è êðèòè-
÷åñêîé òî÷êè. Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà. Äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà.

Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè. Ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâ-
íåíèé. Òåîðåìà îá îáðàòíîé ôóíêöèè. Òåîðåìà î íåÿâíîé ôóíêöèè. Ïðèìå-
ðû.

Çàìåíà ïåðåìåííûõ. Äèôôåîìîðôèçìû. Êðèâîëèíåéíûå ñèñòåìû êîîð-
äèíàò. Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèÿõ.
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Ìíîãîîáðàçèÿ â Rn.Îïðåäåëåíèå ýëåìåíòàðíîãî ãëàäêîãî k-ìåðíîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ â Rn. Îïðåäåëåíèå ãëàäêîãî k-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ (ñ êðàåì
èëè áåç) â Rn. Êðàé è ãðàíèöà. ßâíûé è íåÿâíûé ñïîñîáû çàäàíèÿ ìíîãî-
îáðàçèÿ. Ïðèìåðû. Ôóíêöèè ïåðåõîäà.

Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî. Îïðåäåëåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà è ïðî-
ñòðàíñòâà ê ìíîãîîáðàçèþ. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî íåÿâíî çàäàííîãî
ìíîãîîáðàçèÿ.

Óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Îïðåäåëåíèå óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà. Íåîáõîäè-
ìûå óñëîâèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà (ïðèíöèï ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà). Äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà.

6. Ìåðà è èíòåãðàë

Èíòåãðàë Ðèìàíà. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìíîãîìåðíîãî èíòå-
ãðàëà. Îïðåäåëåíèå ìíîãîìåðíîãî èíòåãðàëà Ðèìàíà ÷åðåç ñóììû Äàðáó.
Îïðåäåëåíèå ìåðûÆîðäàíà è ìíîæåñòâ èçìåðèìûõ ïîÆîðäàíó. Ñâîéñòâà
èíòåãðàëà Ðèìàíà (àääèòèâíîñòü, ìîíîòîííîñòü, èíòåãðèðóåìîñòü íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé).

Ìåðà Ëåáåãà. Îïðåäåëåíèå ýëåìåíòàðíîãî ìíîæåñòâà (îáúåäèíåíèå n-
ìåðíûõ ïðîìåæóòêîâ) è åãî ñòàíäàðòíîé ìåðû. Ñâîéñòâà ñòàíäàðòíîé ìåðû
(àääèòèâíîñòü è ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü). Îïðåäåëåíèå âíåøíåé ìåðû Ëåáå-
ãà. Ñâîéñòâà âíåøíåé ìåðû (êîíå÷íîñòü, ñóáàääèòèâíîñòü). Îïðåäåëåíèå
èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà â n-ìåðíîì ïðîìåæóòêå. Îïðåäåëåíèå ìåðû Ëåáå-
ãà íà n-ìåðíîì ïðîìåæóòêå. Îïðåäåëåíèå èçìåðèìîãî ìíîæåñòâà è ìåðû
Ëåáåãà â Rn. Ñâîéñòâà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ (σ-àëãåáðà). Ñâîéñòâà ìåðû
Ëåáåãà (ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü). Èçìåðèìîñòü Q ∩ [0, 1] ïî Ëåáåãó è íåèç-
ìåðèìîñòü ïî Æîðäàíó. Ìíîæåñòâà ìåðû íîëü. Ñâîéñòâà ìíîæåñòâ ìåðû
íîëü, ñâÿçü ñî ñ÷åòíîñòüþ.

Èíòåãðàë Ëåáåãà. Îïðåäåëåíèå èçìåðèìîé ôóíêöèè. Îïðåäåëåíèå ¾ïî-
÷òè âñþäó¿. Ñâîéñòâà èçìåðèìûõ ôóíêöèé. Îïðåäåëåíèå ïðîñòîé ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà îò ïðîñòîé ôóíêöèè. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Ëåáå-
ãà. Ñâîéñòâà èíòåãðàëà Ëåáåãà. Ñâÿçü èíòåãðàëîâ Ðèìàíà è Ëåáåãà.

Âû÷èñëåíèå ìíîãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ. Îïðåäåëåíèå êðàòíîãî è ïîâòîð-
íîãî èíòåãðàëîâ. Òåîðåìû Ôóáèíè è Òîíåëëè. Ðàññòàíîâêà ïðåäåëîâ èíòå-
ãðèðîâàíèÿ. Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ÿêîáèàíà.
ßêîáèàíû êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì êîîðäèíàò. Ýëåìåíòû ïëîùàäè è îáúåìà â
êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàòàõ. Èíòåãðèðîâàíèå ñòåïåííûõ îñîáåííîñòåé. Äî-
êàçàòåëüñòâî ôîðìóëû ñâÿçè ìåæäó ýéëåðîâûìè èíòåãðàëàìè. Èíòåãðàëû
Ôðåíåëÿ.

Èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà (ÈÇÎÏ). Òåîðåìà Ëåáåãà î ìàæî-
ðèðóåìîé ñõîäèìîñòè. Íåïðåðûâíîñòü è äèôôåðåíöèðóåìîñòü ÈÇÎÏ. Ãëàä-
êîñòü ãàììà-ôóíêöèè. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà äèôôåðåíöèðîâàíèåì è èíòå-
ãðèðîâàíèåì ïî ïàðàìåòðó. Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ÈÇÎÏ ñ ïåðåìåííûìè ïðåäåëàìè. Èíòåãðàë Äèðèõëå. Ïîòåíöèàë ïðîñòîãî
ñëîÿ. Îïåðàòîð äðîáíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.
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7. Èíòåãðàë, âåêòîðíûå ïîëÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû íà
ìíîãîîáðàçèÿõ â Rn

Èíòåãðàë 1-ãî ðîäà ïî ìíîãîîáðàçèþ.Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà ïî k-ìåðíîìó
ìíîãîîáðàçèþ. Äëèíà êðèâîé è ýëåìåíò äëèíû â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ êî-
îðäèíàò. Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè è ýëåìåíò ïëîùàäè â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ
êîîðäèíàò. Íåçàâèñèìîñòü èíòåãðàëà îò ïàðàìåòðèçàöèè.

Îðèåíòàöèÿ. Îïðåäåëåíèå îðèåíòàöèè âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà. Îïðå-
äåëåíèå îðèåíòàöèè íà ìíîãîîáðàçèè. Îðèåíòèðóåìûå è íåîðèåíòèðóåìûå
ìíîãîîáðàçèÿ. Ëèñò Ì¼áèóñà. Îïðåäåëåíèå âíåøíåé íîðìàëè. Îïðåäåëåíèå
èíäóöèðîâàííîé îðèåíòàöèè êðàÿ. Îïðåäåëåíèå âíåøíåé íîðìàëè ê (n−1)-
ìåðíîìó ìíîãîîáðàçèþ. Îðèåíòàöèÿ (n− 1)-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïðè ïî-
ìîùè íîðìàëè. Âûðàæåíèå âíåøíåé íîðìàëè ÷åðåç ïàðàìåòðèçàöèþ.

Êëàññè÷åñêèå èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû.Ôîðìóëû Ãðèíà, Ãàóññà � Îñòðî-
ãðàäñêîãî, Ñòîêñà.

Ýëåìåíòû âåêòîðíîãî àíàëèçà. Ãðàäèåíò, ðîòîð, äèâåðãåíöèÿ è ëàïëà-
ñèàí â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Îïåðàòîðà Ãàìèëüòîíà (íàáëà). Ðàáîòà ïî-
ëÿ âäîëü êðèâîé è öèðêóëÿöèÿ ïîëÿ. Ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõ-
íîñòü. Ôîðìóëà Ãàóññà � Îñòðîãðàäñêîãî â òåðìèíàõ äèâåðãåíöèè è ïîòî-
êà. Ôîðìóëà Ñòîêñà â òåðìèíàõ ðîòîðà, ïîòîêà è öèðêóëÿöèè. Ôèçè÷åñêèé
ñìûñë ðîòîðà è äèâåðãåíöèè. Ïîòåíöèàëüíîå è áåçâèõðåâîå âåêòîðíîå ïîëå.
Óñëîâèå ïîòåíöèàëüíîñòè ïîëÿ. Ñîëåíîèäàëüíîå è áåçäèâåðãåíòíîå âåêòîð-
íîå ïîëå. Óñëîâèå ñîëåíîèäàëüíîñòè ïîëÿ. Ýëåêòðîñòàòè÷åñêîå ïîëå òî÷å÷-
íîãî çàðÿäà. Ìàãíèòíîå ïîëå ýëåìåíòàðíîãî òîêà. Ïðèëîæåíèÿ (óðàâíåíèå
òåïëîïðîâîäíîñòè, çàêîí Êóëîíà, òåîðåìà Ãàóññà, çàêîí Áèî � Ñàâàðà, ñèëà
Ëîðåíöà, çàêîí Àìïåðà).

Çàìåíà ïåðåìåííûõ â âåêòîðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèÿõ. Ïðà-
âèëî äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïðè çàìåíå. Ïðàâèëî äëÿ ïåðåõîäà
îò îäíîãî áàçèñà êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ê äðóãîìó. Ïðàâèëî äëÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò âåêòîðîâ. Çàïèñü grad â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Êîýôôèöèåíòû Ëàìå. Çàïèñü grad, rot è div â îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ.

Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû. Îïðåäåëåíèå âíåøíåé äèôôåðåíöèàëüíîé
ôîðìû. Áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå 1-ôîðì. Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå 1-ôîðì. Áà-
çèñ â ïðîñòðàíñòâå ôîðì. Ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ôîðìàìè è ïîëÿìè (ôîð-
ìà ðàáîòû, ôîðìà ïîòîêà, ôîðìà îáúåìà). Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà (2-ðîäà)
îò ôîðìû ïî ìíîãîîáðàçèþ. Ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó èíòåãðàëîì îò ôîðìû
ðàáîòû è ðàáîòîé ïîëÿ, ìåæäó èíòåãðàëîì îò ôîðìû ïîòîêà è ïîòîêîì
ïîëÿ. Îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèàëà ôîðìû. Ñâÿçü äèôôåðåíöèàëà ôîðì ñ
âåêòîðíûìè îïåðàöèÿìè. Îáîáùåííàÿ ôîðìóëà Ñòîêñà. Êëàññè÷åñêèå èí-
òåãðàëüíûå ôîðìóëû êàê ñëåäñòâèÿ îáîáùåííîé ôîðìóëû Ñòîêñà.
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Ëèòåðàòóðà

Áóòóçîâ Â. Ô., Êðóòèöêàÿ Í. ×., Ìåäâåäåâ Ã. Í., Øèøêèí À. À. Ìàòåìà-
òè÷åñêèé àíàëèç â âîïðîñàõ è çàäà÷àõ.
Äåìèäîâè÷ Á. Ï. Ñáîðíèê çàäà÷ è óïðàæíåíèé ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëè-
çó.
Çåëüäîâè÷ ß. Á. Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà äëÿ íà÷èíàþùèõ è å¼ ïðèëîæåíèÿ ê
ôèçèêå.
Çåëüäîâè÷ ß. Á., ßãëîì È. Ì. Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà äëÿ íà÷èíàþùèõ ôèçè-
êîâ è òåõíèêîâ.
Çîðè÷ Â. À. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç.
Èëüèí Â. À., Ïîçíÿê Ý. Ã. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.
Êóäðÿâöåâ Ë. Ä. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.
Êóäðÿâöåâ Ë. Ä., Êóòàñîâ À. Ä., ×åõëîâ Â. È., Øàáóíèí Ì. È. Ñáîðíèê
çàäà÷ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó.
Êóðàíò Ð. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.
Ñìèðíîâ Â. È. Êóðñ âûñøåé ìàòåìàòèêè.
Ôèõòåíãîëüö Ã. Ì. Êóðñ äèôôåðåíöèàëüíîãî è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ.
Ôèõòåíãîëüö Ã. Ì. Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

4



Ïëàí ñåìèíàðîâ

1-ûé ñåìèíàð: Ëèíèè óðîâíÿ. Äâîéíîé è ïîâòîðíûé ïðåäåëû. Íåïðåðûâ-
íîñòü.
2-îé ñåìèíàð: ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå è äèôôåðåíöèàë.
3-ûé ñåìèíàð: Öåïíîå ïðàâèëî. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñëîæíûõ ôóíêöèé.
Ôîðìóëà Òåéëîðà.
4-ûé ñåìèíàð: Ãðàäèåíò, ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ, ëîêàëüíûå ýêñòðå-
ìóìû.
5-ûé ñåìèíàð: Äèôôåðåíöèðîâàíèå íåÿâíûõ ôóíêöèé.
6-7-îé ñåìèíàðû: Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äèôôåðåíöèàëüíûõ âûðàæåíèÿõ
8-îé ñåìèíàð: Ãëàäêèå ìíîãîîáðàçèÿ. Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî.
9-10-ûé ñåìèíàð: Óñëîâíûé ýêñòðåìóì. Ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà. Ìåòîä èñ-
êëþ÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëîâ.
11-ûé ñåìèíàð: Äâîéíûå è ïîâòîðíûå èíòåãðàëû.
12-ûé ñåìèíàð: Çàìåíà ïåðåìåííûõ â äâîéíûõ èíòåãðàëàõ. Ïîëÿðíàÿ çàìå-
íà.
13-ûé ñåìèíàð: Òðîéíûå è ïîâòîðíûå èíòåãðàëû.
14-ûé ñåìèíàð: Çàìåíà ïåðåìåííûõ â òðîéíûõ èíòåãðàëàõ. Öèëèíäðè÷åñêàÿ
è ñôåðè÷åñêàÿ çàìåíû.
15-ûé ñåìèíàð: Íåñîáñòâåííûå äâîéíûå è òðîéíûå èíòåãðàëû.
16-ûé ñåìèíàð: Èíòåãðàëû, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà.
17-19-ûé ñåìèíàðû: Êðèâîëèíåéíûå è ïîâåðõíîñòíûå èíòåãðàëû 1-ãî ðîäà.
20-ûé ñåìèíàð: Îïåðàöèè âåêòîðíîãî àíàëèçà
21-23-ûé ñåìèíàðû: Ðàáîòà è öèðêóëÿöèÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ. Ôîðìóëà Ãðèíà
è Ñòîêñà. Âû÷èñëåíèå ïëîùàäè ÷åðåç ôîðìóëó Ãðèíà.
24-25-ûé ñåìèíàðû:Ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ. Ôîðìóëà Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî.
Âû÷èñëåíèå îáúåìà ÷åðåç ôîðìóëó Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî.
26-ûé ñåìèíàð: Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû è èõ ñâÿçü ñ âåêòîðíûìè ïîëÿ-
ìè
27-ûé ñåìèíàð: Ïîòåíöèàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ
28-ûé ñåìèíàð: Ñîëåíîèäàëüíûå âåêòîðíûå ïîëÿ.
29-ûé ñåìèíàð: Îðòîãîíàëüíûå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû.
Îñòàâøååñÿ âðåìÿ 3 ñåìèíàðîâ ðàñïðåäåëÿþòñÿ íà ïðîâåäåíèå ïðîâåðî÷íûõ
ðàáîò è ïîâòîðíîå èçó÷åíèå íàèáîëåå òðóäíûõ òåì.
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Çàäàíèÿ ïî îñíîâàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà

2-é ñåìåñòð

Çàäàíèå 5 (ñäàòü äî 15 ìàðòà)

1. [5 áàëëîâ] Íàðèñîâàòü ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè f(x, y) = 2
x −

3
y íà åå

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
2. [7 áàëëîâ] Íàéòè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå, ìàòðèöó ßêîáè è äèôôåðåíöè-
àë îòîáðàæåíèÿ f : R3 → R2, çàäàííîãî ôîðìóëîé

f(x, y, z) =

(
x2y + y sin(z + x)− zey
−yx+ 2 cos(z − xy) + y

1+z

)
â òî÷êå (0, 1, 1).
3. [5 áàëëîâ] Ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ u(x, y) = ϕ(x+ ψ(y)), ãäå ϕ,ψ �
äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

∂u

∂x

∂2u

∂x∂y
=
∂u

∂y

∂2u

∂x2
.

4. [6 áàëëîâ] Îïåðàòîðà Ëàïëàñà ∆ ïåðåâîäèò êàæäóþ äâàæäû ãëàäêóþ
ôóíêöèþ u(x, y, z) â íîâóþ ôóíêöèþ

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
.

Âûÿñíèòü, êàê äåéñòâóåò îïåðàòîð Ëàïëàñà íà ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå
ôóíêöèè, ò. å. ôóíêöèè âèäà u = f(r), ãäå

r =
√
x2 + y2 + z2.

Íàéòè âñå ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíå-
íèþ Ëàïëàñà ∆u = 0.
5. [5 áàëëîâ] Ðàçëîæèòü ïî ôîðìóëå Òåéëîðà äî âòîðîãî ïîðÿäêà â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè (−1, 0) ôóíêöèþ

f(x, y) = e
1+x
1+y .

6. [5 áàëëîâ] Íàéòè òî÷êè ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè

z = x3 + 2xy − y2 + x− y.

7. [5 áàëëîâ] Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ z = z(x, y) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

x2 − y2 + 2z2 + xy − zy = 0

è óñëîâèþ z(0, 1) = 1. Äîêàçàòü, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (0, 1)
îíà áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà, à â ñàìîé òî÷êå íàéòè dz è d2z.
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8. [5 áàëëîâ] Ïðåîáðàçîâàòü ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì r è ϕ äèôôåðåíöè-
àëüíîå âûðàæåíèå

∂u

∂x

∂v

∂y
− ∂u

∂y

∂v

∂x
,

ãäå u = u(x, y), v = v(x, y).
9. [7 áàëëîâ] Ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

∂2u

∂x2
=
∂u

∂y

íå èçìåíÿåò ñâîåãî âèäà ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ

x̃ =
x

y
, ỹ = −1

y
, u =

ũ
√
y
e−

x2

4y ,

ãäå ũ = ũ(x̃, ỹ).
10. [5 áàëëîâ] Íàéòè è èññëåäîâàòü òî÷êè óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèè
x+ 4y − 2z, åñëè åå ïåðåìåííûå ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè:

x3 + 64y3 + 8z3 + 12x+ 48y + 2z = 26, x+ 4y = 2.

11. [5 áàëëîâ] Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ x2 − 2xy + 3y2 − 2x − 2y äîñòè-
ãàåò íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå òî÷åê ïëîñêîñòè,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 2x2 + 5y2 ≤ 2xy + 25, è íàéòè ýòè çíà÷åíèÿ.

Çàäàíèå 6 (ñäàòü äî 15 àïðåëÿ)

1. [5 áàëëîâ] Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â äâîéíîì èíòåãðàëå

4/5∫
0

dx

1−x2∫
4(x−1/2)2

f(x, y) dy.

2. [5 áàëëîâ] Óêàçàòü îáëàñòü, â êîòîðóþ ïåðåõîäèò òðåóãîëüíèê 0 < x < 1,
0 < y < 1 − x, ïðè çàìåíå ïåðåìåííûõ x + y = u, y = uv. Ñ ïîìîùüþ
êîîðäèíàòíûõ ëèíèé îïèñàòü, êàê äåéñòâóåò ýòî ïðåîáðàçîâàíèå. Âûðàçèòü
äâîéíîé èíòåãðàë ïî òðåóãîëüíèêó îò ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè â êîîðäèíàòàõ
u è v.
3. [8 áàëëîâ] Èçìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â òðîéíîì èíòåãðàëå (âñå-
ãî 6 ñïîñîáîâ)

1∫
0

dx

1−x2∫
0

dz

1−x∫
0

f(x, y, z) dy.

4. [6 áàëëîâ] Îïðåäåëèòü ÷èñëî âèòêîâ (ïîëíûõ îáîðîòîâ óãëà) ñïèðàëè
Àðõèìåäà r = ϕ

π
√
2
, ÷òîáû ïëîùàäü, îãðàíè÷èâàåìàÿ ïîñëåäíèì âèòêîì ýòîé

ñïèðàëè è îñüþ OX, áûëà íå ìåíåå 2019.
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5. [6 áàëëîâ] Íàéòè îáúåì òåëà, îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòÿìè

x2

4
+ y2 +

z2

9
= 1, z =

x2

4
+ y2.

6. [10 áàëëîâ] Ïî øàðó ðàäèóñà R ðàñïðåäåëåíà ìàññà M ñ ïëîòíîñòüþ
ρ(x, y, z). Íàéòè ìîìåíò èíåðöèè øàðà îòíîñèòåëüíî äèàìåòðà, åñëè ïëîò-
íîñòü â òî÷êå (à) ïðîïîðöèîíàëüíà, (á) îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà ðàññòîÿ-
íèþ îò ýòîé òî÷êè äî öåíòðà øàðà.
7. [5 áàëëîâ] Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü äâîéíîé èíòåãðàë∫∫

x5+4y2≥1
x≥0,y≥0

dxdy

x5 + 4y2
.

8. [6 áàëëîâ] Íüþòîíîâûì ïîòåíöèàëîì òåëà â òî÷êå (x, y, z) íàçûâàåòñÿ
èíòåãðàë

u(x, y, z) =

∫∫∫
V

ρ(ξ, η, ζ) dξ dη dζ√
(x− ξ)2 + (y − η)2 + (z − ζ)2

,

ãäå ρ � ïëîòíîñòü òåëà, à V � çàíèìàåìàÿ èì îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà. Äîêà-
çàòü, ÷òî âíå ýòîé îáëàñòè u áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà; åå ïåðâûå ïðî-
èçâîäíûå ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé ðàâíû êîìïîíåíòàì ñèëû, ñ êîòîðîé
òåëî ïðèòÿãèâàåò ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó åäèíè÷íîé ìàññû ñ êîîðäèíàòàìè
x, y, z; à ñóììà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ðàâíà íóëþ, ò. å. u � ãàðìîíè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ.

Çàäàíèå 7 (ñäàòü äî 30 ìàÿ)

1. [5 áàëëîâ] Íàéòè öåíòð ìàññ êîíòóðà ñôåðè÷åñêîãî òðåóãîëüíèêà
x2 + y2 + z2 = a2, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0.

2. [5 áàëëîâ] Âû÷èñëèòü ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë 1-ãî ðîäà
∫∫
S
x|y|dS√
5+4z

, ãäå

S � ýòî "ëåíòà" , âûñåêàåìàÿ èç ïàðàáîëîèäà z = x2 + y2 − 1 äâóìÿ ïëîñ-
êîñòÿìè x+ z = 1 è x+ z = 3.
3. [5 áàëëîâ] Íàéòè ðàáîòó âåêòîðíîãî ïîëÿ F = (xz, y, z − 1) âäîëü êîí-
òóðà, çàäàâàåìîãî óñëîâèÿìè: z = 1− x2 − y2, z − x = 1, y ≥ 0, è îðèåíòèðî-
âàííîãî íàïðàâëåíèåì îò òî÷êè (0, 0, 1) ê òî÷êå (−1, 0, 0).
4. [5 áàëëîâ] Íàéòè ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ F = (yez, 2x, x) ÷åðåç ïðÿìî-
óãîëüíóþ ïëîùàäêó ABCD ñ âåðøèíàìè

A(3, 0, 1), B(−2, 0, 1), C(−2, 2, 0), D(3, 2, 0).

Îðèåíòàöèÿ ïëîùàäêè çàäàåòñÿ îáõîäîì êðàÿ: A→ B → C → D.
5. [15 áàëëîâ] Äîêàçàòü òîæäåñòâà

(à) grad(uv) = u grad v + v gradu,

(á) div(uA) = udivA+A · gradu,

(â) rot(uA) = u rotA−A× gradu,

(ã) div(A×B) = B · rotA−A · rotB,
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ãäå u è v � ñêàëÿðíûå ïîëÿ, à A è B � âåêòîðíûå.
6. [30 áàëëîâ] Âûÿñíèòü, êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ íèæå âåêòîðíûõ ïîëåé
ïîòåíöèàëüíû, à êàêèå � ñîëåíîèäàëüíû (è íàéòè ïîòåíöèàëû):

(à) (2xy + z)i + (x2 − 2y)j + xk,

(á) 3y2i− 3x2j− (y2 + 2x)k,

(â) zeϕ − cosϕez/ρ,

(ã) eρ sinϕeρ + eρ cosϕeϕ/ρ+ 2zez,

(ä) 2rer + eθ/r + eϕ/(r sin θ),

(å) − ϕ ctg θer/r + ϕeθ/r + 2 cos θeϕ/r.

7. [5 áàëëîâ] Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ñòîêñà íàéòè öèðêóëÿöèþ âåêòîðíîãî
ïîëÿ

F =
1

3x2 + y2 + z2
i + (y + x)j + sin zk

âäîëü îêðóæíîñòè: x2 + y2 = 1, z = 0, îðèåíòèðîâàííîé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåë-
êè, åñëè ñìîòðåòü èç òî÷êè (0, 0, 1).
8. [5 áàëëîâ] Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ãàóññà � Îñòðîãðàäñêîãî íàéòè ïîòîê
ïîëÿ

x2i + y2j + z2k

÷åðåç âíåøíþþ ñòîðîíó ñèìïëåêñà, ïîñòðîåííîãî ïî òðåì áàçèñíûì âåêòî-
ðàì, êîòîðûå ïðèëîæåíû ê íà÷àëó êîîðäèíàò.
9. [15 áàëëîâ] Ïîñ÷èòàòü öèðêóëÿöèþ âäîëü ãðàíèöû ïëîñêîé îáëàñòè:
ðàäèóñ-âåêòîðà r è ïîëÿ r/r2. Äëÿ òåõ æå âåêòîðíûõ ïîëåé íàéäèòå èõ
ïîòîêè ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòè. Äëÿ ïîñëåäíåãî èç óêàçàííûõ ïîëåé ðàçáå-
ðèòå ñëó÷àè, êîãäà íà÷àëî êîîðäèíàò ëåæèò âíå îáëàñòè, âíóòðè íåå è íà
ãðàíèöå.
10. [6 áàëëîâ] Ïîñ÷èòàòü èíòåãðàëû âòîðîãî ðîäà∫

C±

(y − z) dx+ (z − x) dy + (x− y) dz,

ãäå C± � îêðóæíîñòè, ïî êîòîðûì åäèíè÷íàÿ ñôåðà ñ öåíòðîì ó íóëå ïåðå-
ñåêàåòñÿ âåðòèêàëüíûìè ïëîñêîñòÿìè y = ±x è êîòîðûå ïðîáåãàþòñÿ ïðî-
òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè íàáëþäàòü çà ýòèì ñî ñòîðîíû ïîëîæèòåëüíîé
ïîëóîñè àáñöèññ.
11. [5 áàëëîâ] Íàéòè èíòåãðàë îò äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû∫

S

zx dy ∧ dz + xy dz ∧ dx+ yz dx ∧ dy,

ãäå S � âíåøíÿÿ ñòîðîíà ÷àñòè öèëèíäðà x2 + y2 = r2, x ≤ 0, y ≥ 0,
0 ≤ z ≤ H.
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Ñèñòåìà îöåíèâàíèÿ ïî êóðñó ¾Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî
àíàëèçà¿

Èòîãîâàÿ îöåíêà ñòàâèòñÿ ïî êîëè÷åñòâó íàáðàííûõ áàëëîâ çà ïðàêòè-
÷åñêóþ ÷àñòü è òåîðåòè÷åñêóþ ÷àñòü. Ïðàêòèêà ñîñòîèò èç ðàáîòû íà ñå-
ìèíàðàõ, ðåøåíèè åæåìåñÿ÷íûõ çàäàíèé è ïîòîêîâûõ ðàáîò. Òåîðåòè÷åñêàÿ
÷àñòü ñäàåòñÿ íà ýêçàìåíå. Â ïðîöåíòíîì ñîîòíîøåíèè ìàêñèìàëüíîå âîç-
ìîæíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ çà ïðàêòèêó è çà òåîðèþ ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî
60% è 40% ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàáîòà íà ñåìèíàðàõ (îöåíèâàåòñÿ êàæäûì ñåìèíàðèñòîì èíäèâèäóàëü-
íî, ìàõ 100 áàëëîâ).

Åæåìåñÿ÷íûå çàäàíèÿ (5 çàäàíèå ñîäåðæèò 11 çàäà÷, 6 çàäàíèå � 8 çà-
äà÷, 7 çàäàíèå � 11 çàäà÷, âñåãî 30 çàäà÷, ìàõ 212 áàëëîâ).

Ïîòîêîâûå ðàáîòû (3 ïîòîêîâûõ ñ 5+5+5=15 çàäà÷ ïî 30 áàëëîâ çà çà-
äà÷ó, ìàõ 450 áàëëîâ).

Òåîðåòè÷åñêèé ýêçàìåí (Ïîÿñíåíèÿ äàíû íèæå, ìàõ 530 áàëëîâ).
Ê ýêçàìåíó íåîáõîäèìî ñäàòü â ñðîê íå ìåíåå ïîëîâèíû êàæ-

äîãî åæåìåñå÷íîãî çàäàíèÿ è íàáðàòü íà ïîòîêîâûõ êîíòðîëüíûõ
íå ìåíåå 90 áàëëîâ. Ïîêà ýòè óñëîâèÿ íå âûïîëíåíû ñòóäåíò íå
íà÷èíàåò ñäàâàòü òåîðåòè÷åñêóþ ÷àñòü.

Ýêçàìåíàöèîííûé áèëåò ñîñòîèò èç òðåõ ÷àñòåé:
1. Îïðåäåëåíèÿ áàçîâûõ ïîíÿòèé, ôîðìóëèðîâêè áàçîâûõ ôîðìóë è áà-

çîâûõ óòâåðæäåíèé (4 áàçîâûõ îïðåäåëåíèÿ èëè ôàêòà).
2. Ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäåíèé (òåîðåì, ëåìì è ò.ï.) ñ îïðåäåëåíèÿìè

ïîíÿòèé, âõîäÿùèõ â ôîðìóëèðîâêè (2 óòâåðæäåíèÿ).
3. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû (ïðè î÷íîé ôîðìå ñäà÷è ýêçàìåíà) èëè ðå-

øåíèå óïðàæíåíèÿ (ïðè äèñòàíöèîííîé ôîðìå ñäà÷è ýêçàìåíà) (1 äîêàçà-
òåëüñòâî èëè ðåøåíèå óïðàæíåíèÿ).

Ñòóäåíò îòïðàâëÿåòñÿ íà ïåðåñäà÷ó, åñëè îí íå îòâåòèë íà ïåðâóþ ÷àñòü
áèëåòà, ò.å. íå çíàåò õîòÿ áû îäíîãî áàçîâîãî ïîíÿòèÿ, ôîðìóëû èëè óòâåð-
æäåíèÿ (áàçîâûå ïîíÿòèÿ, ôîðìóëû è óòâåðæäåíèÿ áóäóò îòìå÷åíû â ñïèñ-
êå âîïðîñîâ ê ýêçàìåíó).

Áàëëû ïî êàæäîé ÷àñòè áèëåòà ñëåäóþùèå: Îïðåäåëåíèÿ � 120 áàëëîâ,
ôîðìóëèðîâêè òåîðåì � 160 áàëëîâ, äîêàçàòåëüñòâî � 250 áàëëîâ.

Èòîãîâàÿ îöåíêà: ¾5¿ ≥ 1130 áàëëîâ ¾4¿ ≥ 820 áàëîâ ¾3¿ ≥ 400 áàëëîâ

Ïðîãðàììó è çàäàíèÿ
ïî îñíîâàì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
ñîñòàâèëè äîöåíò À. À. Åãîðîâ è äîöåíò È. Â. Ïîäâèãèí
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