
14 Γ-функция
При x > 0 определена функция

Γ(x) =

∞�

0

ettx−1 dt.

Лемма 14.1. Γ-функцию можно продолжить до аналитиче-

ской функции на полуполскости Re z > 0: Γ(z) =
∞�
0

ettz−1 dt.

Доказательство.

Лемма 14.2. Если Re z > 0, то

Γ(z + 1) = zΓ(z). (14.1)

Доказательство.

Теорема 14.3. Функцию Γ(z) можно продолжить до анали-
тической функции на области C \ {0,−1,−2, . . . }.

Доказательство.

96



Рис. 13: Функция Γ(z).

Задача 33. Вычислить Res
z=−n

Γ(z), при n = 0, 1, 2, . . . .

Лемма 14.4. Γ(z + 1) = zΓ(z), z ∈ C \ {0,−1,−2, . . . }.

Доказательство.

Лемма 14.5. Для z ∈ C выполнено равенство

Γ(z)Γ(1− z) =
π

sinπz
. (14.2)

Задача 34. Вычислить |Γ(1/2 + iy)|, y ∈ R.

Теорема 14.6. Функця 1
Γ(z) аналитична в C и имеет нули

только в 0,−1,−2, . . . .

Доказательство.
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Рис. 14: Функция 1/Γ(z).

14.1 Асимптотика Γ(z) при |z| → ∞
Теорема 14.7. Если |z| → ∞ и | arg z − π| > δ > 0, то

Γ(z) = ez ln ze−z

√
2π

z1/2
(1 +O(|z|−1/2)).
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