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Òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X � ìíîæåñòâî X, íà êîòîðîì çàäàíà òîïîëîãèÿ,
ò.å. ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ, íàçûâàåìûõ îòêðûòûìè (ïèøåì U ⊂◦X). Ïðè ýòîì
îòêðûòîñòü ñîõðàíÿåòñÿ îáúåäèíåíèÿìè, êîíå÷íûìè ïåðåñå÷åíèÿìè; ïóñòîå ìíîæå-
ñòâî è ñàìî X òîæå îòêðûòû. Äîïîëíåíèÿ ê îòêðûòûì ìíîæåñòâàì íàçûâàþò çà-
ìêíóòûìè ìíîæåñòâàìè (ïèøåì U ⊂3X).

Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàþò îêðåñòíîñòüþ òî÷êè x, åñëè íàéäåòñÿ U ⊂◦X, äëÿ
êîòîðîãî x ∈ U ⊂ A; â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà x íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæå-
ñòâà A. Ìíîæåñòâî âñåõ âíóòðåííèõ òî÷åê ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ âíóòðåííîñòüþ
A è îáîçíà÷àåòñÿ int A; int A ⊂◦X.

Òî÷êà x ∈ X ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ ìíîæåñòâà A, åñëè ëþáàÿ åå îêðåñòíîñòü
ïåðåñåêàåòñÿ ñ A. Çàìûêàíèå îáîçíà÷àåòñÿ Cl(A) èëè A; A = X\ int(X\A).

Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàþò ïëîòíûì â X, åñëè A = X.
Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàþò íèãäå íå ïëîòíûì â X, åñëè int A = ∅.
Ãðàíèöà ∂A = Fr(A) ìíîæåñòâà A � ýòî ìíîæåñòâî A ∩X\A.
1. Ïóñòü U, V ⊂◦X. Äîêàçàòü: åñëè U ∩ V = ∅, òî int U ∩ int V = ∅.
2. Ïóñòü A ∩B = A ∩B = ∅. Òîãäà ∂(A ∪B) = ∂A ∪ ∂B.
3. Åñëè A ïëîòíî â X, òî äëÿ âñåõ îòêðûòûõ U âûïîëíåíî U = (U ∩ A).
4. Ïóñòü X\F âñþäó ïëîòíî. Âåðíî ëè, ÷òî F íèãäå íå ïëîòíî? Åñëè F çàìêíóòî?
5. Ãðàíèöà îòêðûòîãî ìíîæåñòâà íèãäå íå ïëîòíà.
6. Ïðèäóìàòü â R2 áåñêîíå÷íî ìíîãî îòêðûòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ ñ

îáùåé ãðàíèöåé.
Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé íàêîïëåíèÿ (ïðåäåëüíîé òî÷êîé) ìíîæåñòâà

A ⊂ X, åñëè x ∈ A\{x}. Ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê íàêîïëåíèÿ îáîçíà÷èì Ad (ïðîèç-
âîäíîå ìíîæåñòâî). Ýëåìåíòû A\Ad íàçûâàþòñÿ èçîëèðîâàííûìè òî÷êàìè A.

Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàþò ïëîòíûì â ñåáå, åñëè A ⊂ Ad, ò.å. åñëè A íå
ñîäåðæèò èçîëèðîâàííûõ â A òî÷åê.

7. X ïëîòíî â X ýòî åùå íå òî æå ñàìîå, ÷òî X ïëîòíî â ñåáå! (ôîðìóëèðîâêà
âû÷èòàíà ó Äæ.Ëèòòëâóäà)

8. Òî÷êà x èçîëèðîâàíà â X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {x} ⊂◦X.
9. Åñëè X ïëîòíî â ñåáå, òî ëþáîå åãî îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî ïëîòíî â ñåáå.
10. Ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî A ⊂ R òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñòðîãèå âêëþ÷åíèÿ

Ad ⊃ (Ad)d ⊃ ((Ad)d)d.
10a. Ïðèäóìàòü òàêîå A ⊂ R, ÷òî ñòðîãèõ âêëþ÷åíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî.
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11. Òî÷êà x ∈ X íàçûâàåòñÿ òî÷êîé êîíäåíñàöèè ìíîæåñòâà A ⊂ X (îáîçíà÷àþò
x ∈ A0), åñëè ëþáàÿ îêðåñòíîñòü x ñîäåðæèò íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê èç A.

Ïîêàçàòü, ÷òî A0 ⊂ Ad, A0 çàìêíóòî â X, (A ∪B)0 = A0 ∪B0.
12. Åñëè X � T1-ïðîñòðàíñòâî, òî äëÿ ëþáîãî A ⊂ X ìíîæåñòâî Ad çàìêíóòî.
12a. Ïðèäóìàòü T0-ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé ñóùåñòâåííîñòü óñëîâèÿ T1.
13. Â êîíå÷íîì T0-ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóþò çàìêíóòûå òî÷êè.
13a. Ïðèäóìàòü T0-ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì íåò çàìêíóòûõ òî÷åê.
14. X � T0-ïðîñòðàíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {x} 6= {y}, åñëè x 6= y.
15. Êîíå÷íîå T1-ïðîñòðàíñòâî äèñêðåòíî.
16. X � T1-ïðîñòðàíñòâî ⇔ òî÷êè ñóòü ïåðåñå÷åíèÿ ñâîèõ îêðåñòíîñòåé.
17. X õàóñäîðôîâî ⇔ òî÷êè ñóòü ïåðåñå÷åíèÿ ñâîèõ çàìêíóòûõ îêðåñòíîñòåé.
18. Ïóñòü f è g : X → Y � íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ. Äîêàçàòü: åñëè Y õàó-

ñäîðôîâî, òî ìíîæåñòâî {x ∈ X | f(x) = g(x)} çàìêíóòî â X.
19. Ðåòðàêòû õàóñäîðôîâà ïðîñòðàíñòâà çàìêíóòû. (Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå

r : X → X íàçûâàåòñÿ ðåòðàêöèåé, åñëè r ◦ r = r; ðåòðàêò � îáðàç ðåòðàêöèè).
20. Ïóñòü A = {x1, . . . , xn, . . .} � ñ÷åòíîå äèñêðåòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ðåãóëÿð-

íîãî ïðîñòðàíñòâà X. Äîêàçàòü, ÷òî â X ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ îêðåñòíîñòåé òî÷åê ìíîæåñòâà A.

21. Ïóñòü X � T1-ïðîñòðàíñòâî, A, B ⊂3X è íàéäóòñÿ ñ÷åòíûå íàáîðû ìíîæåñòâ
Ui ⊂◦X è Vi ⊂◦X, òàêèå, ÷òî A ⊂

⋃
Ui, B ⊂

⋃
Vi è äëÿ âñåõ i ∈ N âûïîëíåíî

Ui ∩B = Vi ∩ A = ∅. Ïîñòðîèòü íåïåðåñåêàþùèåñÿ îêðåñòíîñòè ìíîæåñòâ A è B.
21a. Åñëè ïðîñòðàíñòâî ðåãóëÿðíî è ñ÷åòíî, òî îíî íîðìàëüíî.
21b. Åñëè ïðîñòðàíñòâî ðåãóëÿðíî è èìååò ñ÷åòíóþ áàçó, òî îíî íîðìàëüíî.
(Áàçà ïðîñòðàíñòâà X � ñåìåéñòâî B(X) îòêðûòûõ ìíîæåñòâ, îáúåäèíÿÿ êîòî-

ðûå, ìîæíî ïîëó÷èòü êàæäîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî èç X.)
Ïðåäáàçà � ñèñòåìà îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ, êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ êîòîðûõ îá-

ðàçóþò áàçó.
22. Åñëè X èìååò ñ÷åòíóþ áàçó, òî ëþáàÿ áàçà X ñîäåðæèò ñ÷åòíóþ áàçó.
23. Îáúåäèíåíèå ñåìåéñòâà òîïîëîãèé ìîæåò íå áûòü òîïîëîãèåé (òîïîëîãèÿ ñ

òàêîé ïðåäáàçîé íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì îáúåäèíåíèåì òîïîëîãèé), íî îáúåäè-
íåíèå ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîãî ñåìåéñòâà òîïîëîãèé � òîïîëîãèÿ.

24 abc. ×òî çà òîïîëîãèÿ íà R2 ïîëó÷èòñÿ, åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå ïðåäáàçû ìíî-
æåñòâî âñåâîçìîæíûõ ïðÿìûõ? Âñåâîçìîæíûõ ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ îñÿì êîîð-
äèíàò? Âíóòðåííîñòåé âñåâîçìîæíûõ ýëëèïñîâ?

25. Ïîëîñû {(x, y) ∈ R2 | x + y√
2
∈ (a, b)}, a, b ∈ Q îáðàçóþò áàçó íåêîòîðîé

òîïîëîãèè ïëîñêîñòè. ßâëÿåòñÿ ëè îíà T0?
26. Ïîëîñû {(x, y) ∈ Q2 | x + y√

2
∈ (a, b)}, a, b ∈ Q îáðàçóþò áàçó íåêîòîðîé

òîïîëîãèè ðàöèîíàëüíîé ïëîñêîñòè. ßâëÿåòñÿ ëè îíà T0? T1? T2? T3?
27. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X èìååò ñ÷åòíóþ áàçó. Òîãäà äëÿ êàæäîãî A ìíîæåñòâî

A\A0 ñ÷åòíî è (A0)0 = A0.
27a (òåîðåìà Êàíòîðà � Áåíäèêñîíà). Åñëè X èìååò ñ÷åòíóþ áàçó, òî, óáðàâ èç

íåãî, åñëè íàäî, ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê, ìîæíî ïîëó÷èòü çàìêíóòîå ïëîòíîå â
ñåáå (ò.í. ñîâåðøåííîå) ìíîæåñòâî.
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28. Ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàñëåäñòâåííî ñåïàðàáåëüíî (ò.å.
ëþáîå åãî ïîäïðîñòðàíñòâî ñåïàðàáåëüíî).

29. Ïðÿìàÿ Çîðãåíôðåÿ íàñëåäñòâåííî ñåïàðàáåëüíà.
30. Åñëè ñåïàðàáåëüíîå ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî, òî ó ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà

ìîùíîñòè c åñòü ïðåäåëüíûå òî÷êè.
31. Ïîëóïëîñêîñòü Íåìûöêîãî ñåïàðàáåëüíà, íî ñîäåðæèò ïîäïðîñòðàíñòâî ìîù-

íîñòè c, íå èìåþùåå ïðåäåëüíûõ òî÷åê â X (ñëåäîâàòåëüíî, äèñêðåòíîå â èíäóöè-
ðîâàííîé òîïîëîãèè).

32. Ïóñòü B ⊂ A ⊂ X, òîïîëîãèÿ íà A èíäóöèðîâàíà âëîæåíèåì â X è òîïîëî-
ãèÿ íà B èíäóöèðîâàíà âëîæåíèåì â A. Ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òîïîëîãèÿ íà B
ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé, èíäóöèðîâàíîé âëîæåíèåì B ⊂ X.

33. Ïóñòü M � ïîäïðîñòðàíñòâî X è A ⊂ M . Äîêàçàòü: intM(A) = M\M\A;
∂MA = M ∩ A ∩M\A (çàìûêàíèå áåðåòñÿ â X).

34abca. Ìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî çàìêíóòûì, åñëè êàæäàÿ òî÷êà
x ∈ A îáëàäàåò îêðåñòíîñòüþ U ⊂ X òàêîé, ÷òî A ∩ U çàìêíóòî â X. Ïîêàçàòü,
÷òî A ëîêàëüíî çàìêíóòî ⇔ A\A çàìêíóòî ⇔ A åñòü ðàçíîñòü äâóõ çàìêíóòûõ
ìíîæåñòâ.

35. Òåîðåìà Òèòöå-Óðûñîíà ðàçðåøàåò ïðîäëÿòü ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå çíà÷å-
íèå â [a, b]. Äîêàçàòü: ìîæíî ïðîäëÿòü è ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèå â R.

36. Ïóñòü A ⊂ Rn � íåçàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : A → R, íå ïðîäîëæàþùàÿñÿ íà âñå Rn.

36a. Òî æå äëÿ ôóíêöèè f : A → [0, 1].
37. Äàòü ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ôóíêöèè f : A → [0, 1], åñëè A �

çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.
****************************************
38. Äàí ôèëüòð â X. Ïîñòðîèòü êàêóþ-íèáóäü íàïðàâëåííîñòü â X, èç êîòîðîé

äàííûé ôèëüòð ïîëó÷àåòñÿ, êàê â çàäà÷å 38−1.
38−1. Ïóñòü {xγ | γ ∈ Γ} � íàïðàâëåííîñòü â ìíîæåñòâå X.
Îïðåäåëèì ñåìåéñòâî F ïîäìíîæåñòâ X: A ∈ F ⇔ ñóùåñòâóåò γ ∈ Γ òàêîå, ÷òî

xµ ∈ A ïðè γ ≤ µ.
Ïîêàçàòü, ÷òî F � ôèëüòð â X. Åñëè X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, òî

ïðåäåëû íàïðàâëåííîñòè = ïðåäåëû ñîîòâåòñòâóþùåãî ôèëüòðà.
39. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê íàêîïëåíèÿ íàïðàâëåííîñòè {xγ | γ ∈ Γ}

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ⋂
γ∈Γ

{xµ | γ ≤ µ}.

40. Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, áàçà òîïîëîãèè êîòîðîãî ñîñòîèò èç ïîä-
ìíîæåñòâ, äîïîëíåíèÿ ê êîòîðûì êîíå÷íû. Ïóñòü xn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â X.
Äîêàçàòü, ÷òî âîçìîæíû ëèøü òðè ñëó÷àÿ: 0) ïðåäåëà íåò, 1) ïðåäåë åäèíñòâåí,∞)
êàæäàÿ òî÷êà â X � ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn. Ïðèâåñòè ïðèìåðû.

40à. Ïóñòü X � íåñ÷åòíîå ìíîæåñòâî, òîïîëîãèÿ êîòîðîãî ñîñòîèò èç ïîäìíî-
æåñòâ, äîïîëíåíèÿ ê êîòîðûì ñ÷åòíû. Ïóñòü xn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â X. Òîãäà
xn èìååò íå áîëåå îäíîãî ïðåäåëà. Êîãäà ïðåäåë ñóùåñòâóåò?
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41. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàçàòü: X õàóñäîðôîâî⇔ ëþáàÿ
íàïðàâëåííîñòü èìååò íå áîëåå îäíîãî ïðåäåëà.

41à. Ïóñòü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðâîé àêñèîìå
ñ÷åòíîñòè. Äîêàçàòü: X õàóñäîðôîâî ⇔ ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìååò íå áîëåå
îäíîãî ïðåäåëà.

41b. Ïóñòü Xp � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå-Óðûñîíà, íå óäîâëåòâîðÿþùåå ïåðâîé àê-
ñèîìå ñ÷åòíîñòè, îïèñàííîå íà ëåêöèè

(ìíîæåñòâî Xp � ýòî R\Z ∪ {p}; îêðåñòíîñòè äîáàâëåííîé òî÷êè p òàêîâû: ñàìà
òî÷êà p è ìíîæåñòâî ∪iUi, ãäå Ui èìåþò âèä {x | 0 < |x− i| < εi}, i = 1, . . . ,∞).

Äîáàâèâ ê ïðîñòðàíñòâó Xp åùå îäíó òî÷êó è îïèñàâ åå îêðåñòíîñòè, ïîëó÷èòü
íåõàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå-Óðûñîíà, â êîòîðîì ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
èìååò íå áîëåå îäíîãî ïðåäåëà (ïîäñêàçêà: íîâàÿ òî÷êà äîëæíà áûòü "íà áåñêîíå÷-
íîñòè").

42. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî Ôðåøå-Óðûñîíà è x � òî÷êà ïðèêîñíîâåíèÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè xn. Òîãäà íàéäåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xnk

, ñõîäÿùàÿñÿ ê x.
42à. Ïóñòü X � ñåêâåíöèàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, íå ÿâëÿþùååñÿ ïðîñòðàíñòâîì

Ôðåøå-Óðûñîíà, îïèñàííîå íà ëåêöèè
(ìíîæåñòâî X � ïîäìíîæåñòâî â R2, ñîñòîÿùåå èç íóëÿ è òî÷åê âèäà ( 1

n
, 1

m
),

( 1
n
, 0), m, n ∈ N. Îêðåñòíîñòè òî÷êè 0 òàêîâû: ðàçðåøàåòñÿ âûêèíóòü êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî ñòîëáèêîâ, à èç êàæäîãî îñòàâøåãîñÿ ñòîëáèêà ðàçðåøàåòñÿ âûêèíóòü
êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ñ íåíóëåâîé îðäèíàòîé; ó îñòàëüíûõ òî÷åê îêðåñòíîñòè îáû÷-
íûå).

Îïèñàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X, èìåþùèå òî÷êè ïðèêîñíîâåíèÿ, íå ÿâëÿþùèåñÿ
ïðåäåëàìè íèêàêîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

43. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà òîïîëîãè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X:
x ∼ y, åñëè {x} = {y}. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî óäîâëåòâîðÿåò T0.

44. Íà îáû÷íîé ïðÿìîé R îòîæäåñòâèì âñå öåëûå ÷èñëà. Äîêàçàòü, ÷òî ôàêòîð-
ïðîñòðàíñòâî ãîìåîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó Xp çàäà÷è 41b.

45àb. Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ∼ íà ìíîæåñòâå X ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê
ïîäìíîæåñòâî X ×X, ∼= {(a, b) ∈ X ×X | a ∼ b}. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ∼⊂◦X ×X, òî
ôàêòîðïðîñòðàíñòâî äèñêðåòíî. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ôàêòîðïðîñòðàíñòâî õàóñäîð-
ôîâî, òî ∼⊂3X ×X.

46. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè Y õàóñäîðôîâî, òî ãðàôèê íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ
f : X → Y çàìêíóò â X × Y . Ïðèâåñòè êîíòðïðèìåð äëÿ T1-ïðîñòðàíñòâà Y .

47. Ìíîæåñòâî 4(X) = {(x, x) | x ∈ X} ⊂ X2 íàçûâàåòñÿ äèàãîíàëüþ ïðîñòðàí-
ñòâà X2. Ïîêàçàòü, ÷òî äèàãîíàëü X2 ãîìåîìîðôíà X, à äèàãîíàëüíîå îòîáðàæåíèå
4 � ãîìåîìîðôíîå âëîæåíèå. Òî æå äëÿ ëþáîé ñòåïåíè Xω.

48abc. Äîêàçàòü:
X T1 � ïðîñòðàíñòâî ⇔ äèàãîíàëü â X2 � ïåðåñå÷åíèå ñåìåéñòâà îòêðûòûõ

ïîäìíîæåñòâ;
X T2 � ïðîñòðàíñòâî ⇔ äèàãîíàëü â X2 çàìêíóòà;
X äèñêðåòíî ⇔ äèàãîíàëü â X2 îòêðûòà.
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49abc. Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî ãîìåîìîðôíî êàíòîðîâîìó êóáó (ñ÷åòíîé ñòåïåíè
äèñêðåòíîãî äâîåòî÷èÿ). Êàíòîðîâî ìíîæåñòâî ãîìåîìîðôíî ñ÷åòíîé ñòåïåíè äèñ-
êðåòíîãî òðîåòî÷èÿ. È âîîáùå, ïðîèçâåäåíèå ñ÷åòíîãî ÷èñëà êîíå÷íûõ äèñêðåòíûõ
ïðîñòðàíñòâ ãîìåîìîðôíî êàíòîðîâó ìíîæåñòâó.

50 Åñëè ïðîèçâåäåíèå � Ti, òî è ñîìíîæèòåëè òîæå (äëÿ âñåõ èçâåñòíûõ i).
51. Ñ÷åòíîå ïðîèçâåäåíèå ìåòðèçóåìûõ ïðîñòðàíñòâ ìåòðèçóåìî.
52ab. ÏóñòüX =

∏
α Xα.Äîêàçàòü, ÷òî ñõîäèìîñòü íàïðàâëåííîñòè ýêâèâàëåíòíà

åå ïîêîîðäèíàòíîé ñõîäèìîñòè. Äîêàçàòü àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ôèëüòðîâ.
53 Äîêàçàòü, ÷òî ðàöèîíàëüíàÿ ïëîñêîñòü c òîïîëîãèåé, îïèñàííîé â çàäà÷å 26,

ãîìåîìîðôíà ïîäïðîñòðàíñòâó îáû÷íîé ïðÿìîé.
54. Äîêàçàòü, ÷òî R2 íå ãîìåîìîðôíî R1.
***************************************************************************
55. Â áåñêîíå÷íîì êîìïàêòå åñòü ñ÷åòíîå íåçàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî.
56. Â ñ÷åòíîì êîìïàêòå åñòü èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà.
57. Åñëè â êîìïàêòå íåò èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, òî åãî ìîùíîñòü íå ìåíüøå c.
58. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, K ⊂ X � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî.

Äîêàçàòü, ÷òî äèàìåòð d(K) := sup{ρ(x, y) | x, y ∈ K} êîíå÷åí è ÷òî ñóùåñòâóþò
òî÷êè x, y ∈ K, òàêèå, ÷òî ρ(x, y) = d(K).

59. Ïðèâåñòè ïðèìåð çàìêíóòîãî îãðàíè÷åííîãî ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, äëÿ êîòîðîãî äèàìåòð íå äîñòèãàåòñÿ íè íà êàêîé ïàðå òî÷åê.

60.(Ëåììà Ëåáåãà î ïîêðûòèè). Ïóñòü K � ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò è {Uα | α ∈ A}
� åãî îòêðûòîå ïîêðûòèå. Ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ε > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
x ∈ X ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè x öåëèêîì ïîïàäàåò â îäíî èç ìíîæåñòâ Uα.

61. Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî X êîìïàêòíî ⇔ X
ïîëíî è âïîëíå îãðàíè÷åíî. (Ïîëíîòà - ýòî êîãäà ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè
èìååò ïðåäåë. Ïîëíàÿ îãðàíè÷åííîñòü - ýòî êîãäà äëÿ êàæäîãî ε > 0 â X ñóùåñòâóåò
êîíå÷íàÿ ε-ñåòü, ò.å. êîíå÷íîå ìíîæåñòâî A ⊂ X òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X â åå
ε-îêðåñòíîñòü ïîïàäàåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíà òî÷êà èç A.)

62. (Òåîðåìà Äèíè.) Ïóñòü X � êîìïàêò è fi : X → R � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé òàêàÿ, ÷òî f1 ≤ f2 ≤ f3 ≤ . . .. Åñëè fn ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè, òî ýòà ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíà.

63. Ïóñòü X, Y � êîìïàêòû, f : X → Y � îòîáðàæåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî f íåïðå-
ðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ f çàìêíóò â X × Y .

64. Êàæäîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî ïðÿìîé Çîðãåíôðåÿ ñ÷åòíî.
65. Ïóñòü X � òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî, K � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â X,

f : K → R � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî f ìîæíî ïðîäëèòü íà âñå X.
66. Ïóñòü {Xαα ∈ A} � ñåìåéñòâî êîìïàêòîâ, áûòü ìîæåò, íåñ÷åòíîå è ôóíêöèÿ

f :
∏

α∈AXα → R íåïðåðûâíà. Ïîêàçàòü, ÷òî f çàâèñèò ëèøü îò ñ÷åòíîãî ÷èñëà êî-
îðäèíàò (ò.å. ñóùåñòâóþò α1, α2, . . . , αn . . . è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ g :

∏
n∈N Xαn→R

òàê, ÷òî f =
∏

α∈AXαπ
π→

∏
n∈N Xαn

g→ R).
67. Ïðîñòðàíñòâî C(I) íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå ñåïàðàáåëüíî.
68. Ïóñòü X � òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì òåîðåìû

Ñòîóíà � Âåéåðøòðàññà. Òîãäà X êîìïàêòíî.
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69. Êàæäîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî � òèõîíîâñêîå.
70. Ïðîñòðàíñòâî Rn ëîêàëüíî êîìïàêòíî.
71. Åäèíè÷íûé øàð â áåñêîíå÷íîìåðíîì íîðìèðîâàííîì âåêòîðíîì ïðîñòðàí-

ñòâå íå êîìïàêòåí.
72. Ïðîñòðàíñòâî çàäà÷è 44 íå ëîêàëüíî êîìïàêòíî.
73. Ïóñòü X � òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî, èìåþùåå êîìïàêòèôèêàöèþ ñ îäíîòî-

÷å÷íûì íàðîñòîì. Òîãäà X ëîêàëüíî êîìïàêòíî.
74 abc. Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, x0 ∈ X. Îáúÿâèì çàìêíóòûìè â X

âñå ïîäìíîæåñòâà, ñîäåðæàùèå òî÷êó x0 è âñå êîíå÷íûå ïîäìíîæåñòâà. Äîêàçàòü:
ïîëó÷åííîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî A(m) çàâèñèò ëèøü îò ìîùíîñòè m ìíî-
æåñòâà X. Äîêàçàòü, ÷òî A(m) � êîìïàêò. Ïðè êàêèõ m îí ñåïàðàáåëåí?

75. Íåïðåðûâíî îòîáðàçèòü äâîéíóþ îêðóæíîñòü íà A(c), c � ìîùíîñòü êîíòèíó-
óìà. Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâîéñòâî óäîâëåòâîðÿòü ïåðâîé àêñèîìå ñ÷åòíîñòè
íå ñîõðàíÿåòñÿ â ñòîðîíó îáðàçà.

Ðåãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ëèíäåë¼ôîâûì, åñëè èç êàæäîãî åãî îòêðû-
òîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî èçâëå÷ü ñ÷åòíîå ïîäïîêðûòèå.

Ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíî êîìïàêòíûì, åñëè èç êàæäîãî ñ÷åòíîãî îò-
êðûòîãî ïîêðûòèÿ ìîæíî èçâëå÷ü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå.

Òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâîX íàçûâàåòñÿ ïñåâäîêîìïàêòíûì, åñëè êàæäàÿ íåïðå-
ðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : X → R îãðàíè÷åíà.

Ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíûì, åñëè êàæäàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü òî÷åê â X ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

76. ðåãóëÿðíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñ÷åòíîé áàçîé ëèíäåë¼ôîâî.
77. Ëèíäåë¼ôîâî ïðîñòðàíñòâî íîðìàëüíî.
78. Çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ëèíäåë¼ôîâî ïðîñòðàíñòâà ëèíäåë¼ôîâî.
79abc. Ïîëóïëîñêîñòü Íåìûöêîãî � ñåïàðàáåëüíîå íå ëèíäåë¼ôîâî ïðîñòðàí-

ñòâî. Ïðÿìàÿ Çîðãåíôðåÿ � ëèíäåë¼ôîâî ïðîñòðàíñòâî áåç ñ÷åòíîé áàçû. Ïðîèçâå-
äåíèå äâóõ ëèíäåë¼ôîâûõ ïðîñòðàíñòâ íå âñåãäà ëèíäåë¼ôîâî.

80. Åñëè X ëèíäåë¼ôîâî, à K � êîìïàêò, òî X ×K ëèíäåë¼ôîâî.
81abc. Ïóñòü f : X → Y � íåïðåðûâíîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå.
82. Åñëè X ñ÷åòíî êîìïàêòíî, òî Y ñ÷åòíî êîìïàêòíî.
83. Åñëè X ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíî, òî Y ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíî.
84. Åñëè X ïñåâäîêîìïàêòíî, à Y òèõîíîâñêîå, òî Y ïñåâäîêîìïàêòíî.
85. Ïî÷åìó åñëè X ïñåâäîêîìïàêòíî, òî ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : X → R

ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ?
86ab. Êàæäîå ñ÷åòíî êîìïàêòíîå òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî ïñåâäîêîìïàêòíî.

Êàæäîå íîðìàëüíîå ïñåâäîêîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ÷åòíî êîìïàêòíî.
87. Êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî W âñåõ îðäèíàëîâ äî ïåðâîãî íåñ÷åòíîãî âêëþ÷è-

òåëüíî ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíî, íî îíî íå ÿâëÿåòñÿ ñåêâåíöèàëüíûì.
88. Ïðîñòðàíñòâî W0 âñåõ ñ÷åòíûõ îðäèíàëîâ ñ÷åòíî êîìïàêòíî, íî íå êîìïàêòíî
89ab. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî α ∈ W0 ïîäïðîñòðàíñòâî [∅, α] ìîæíî âëîæèòü

â R ñ ñîõðàíåíèåì ïîðÿäêà. Ïîêàçàòü, ÷òî W0 íå âëîæèìî â R.
90. Êàæäîå ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ÷åòíî êîìïàêòíî.
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91. Îáðàç ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðà-
æåíèè ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòåí.

92. Ïðîèçâåäåíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ
ñåêâåíöèàëüíî êîìïàêòíî.

93abcd. Â êëàññå ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ïîíÿòèÿ êîìïàêòíîñòè, ñ÷åòíîé êîì-
ïàêòíîñòè, ñåêâåíöèàëüíîé êîìïàêòíîñòè è ïñåâäîêîìïàêòíîñòè ñîâïàäàþò.

**************************************************************************
94. (Ïîïîëíåíèå ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà.)
Ïóñòü M � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S âñåõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé Êîøè âM . Íàçîâåì äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xi} è {yi} ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè ρ(xi, yi) → 0. Ïîëîæèì M̃ � ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè S.

Îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè M̃ . Ïîêàçàòü, ÷òî M̃ � ïîëíîå ìåòðè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Îïèñàòü âëîæåíèå iM : M → M̃ . Ïîêàçàòü, ÷òî îáðàç ýòîãî
âëîæåíèÿ ïëîòåí è ÷òî åñëè M óæå áûëî ïîëíûì, òî iM � èçîìåòðèÿ.

95 ab. Ïóñòü X = [0, 1). Ïðèäóìàòü íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ f : [0, 1) → [0, 1],
êîòîðàÿ íå ïðîäîëæàåòñÿ íà îäíîòî÷å÷íóþ êîìïàêòèôèêàöèþ X. Ïðèäóìàòü èäåàë
I íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà X, òàêîé, ÷òî ∀x ∈ X ∃f ∈ I òàêàÿ, ÷òî f(x) 6= 0.

96. Ïóñòü S � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî. Ðàññìîòðèì áóëåâî êîëüöî B êîíå÷íûõ è
êîêîíå÷íûõ (ò.å. äîïîëíåíèå ê êîòîðûì êîíå÷íî) ïîäìíîæåñòâ S. Ïðèâåñòè ïðèìåð
êîìïàêòà K ⊂ R, êîëüöî îòêðûòî-çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ êîòîðîãî èçîìîðôíî B.

97. (Ïðèìåð òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû ñ ìàëûìè ïîäãðóïïàìè). Ïóñòü Z � ãðóïïà
öåëûõ ÷èñåë, p � ïðîñòîå. Ïîëîæèì Uk = { ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà pk}. Ðàññìîòðèì
íà Z òîïîëîãèþ ñ áàçîé {z+Uk | z ∈ Z, k = 1, 2, . . .}. Äîêàçàòü: Z ñ ýòîé p-àäè÷åñêîé
òîïîëîãèåé � òîïîëîãè÷åñêàÿ ãðóïïà; â ëþáîé îêðåñòíîñòè íóëÿ åñòü ïîäãðóïïà.

98ab. ÏóñòüM � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.M ñâÿçíî⇒ äëÿ êàæäîé ïàðû òî÷åê
x, y è äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé íàáîð òî÷åê x1 = x, x2, . . . , xn = y
òàêîé, ÷òî ρ(xi, xi+1) < ε. Åñëè M êîìïàêòíî, òî âåðíà è îáðàòíàÿ èìïëèêàöèÿ.

99. Ïðèâåñòè ïðèìåð çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà ïðÿìîé, â êîòîðîì íåò èçîëèðî-
âàííûõ òî÷åê, íî âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñóòü òî÷êè.

100.(Âååð Êíàñòåðà-Êóðàòîâñêîãî).
Ïóñòü K ⊂ R � ñòàíäàðòíîå êàíòîðîâî ìíîæåñòâî (èç îòðåçêà I0 = [0, 1]. âûáðà-

ñûâàåòñÿ ñðåäíÿÿ (îòêðûòàÿ) òðåòü, çàòåì òàê æå ïîñòóïàåòñÿ ñ îñòàâøèìèñÿ äâóìÿ
îòðåçêàìè I00 è I01, çàòåì � ñ ïîëó÷èâøèìèñÿ îòðåçêàìè I000, I001, I010, I011 è ò. ä.
Ïóñòü Q ⊂ K � ïîäìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç êîíöîâ îòðåçêîâ âèäà Iα, à Ir := K\Q.

Ïóñòü (r, θ) � ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò. Â ñåêòîðå (r, θ), r ∈ [0, 1], θ ∈ [0, 1]
åäèíè÷íîãî êðóãà ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

V = {(r, θ) | (θ ∈ Q è r ðàöèîíàëüíî) èëè (θ ∈ Ir è r èððàöèîíàëüíî)}.

Äîêàçàòü, ÷òî V ñâÿçíî, íî â ìíîæåñòâå V \{0} âñå ñâÿçíûå ïîäìíîæåñòâà îäíî-
òî÷å÷íû.

101. Ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî (ëèíåéíî) ñâÿçíûì, åñëè ó êàæäîé åãî
òî÷êè åñòü (ëèíåéíî) ñâÿçíàÿ îêðåñòíîñòü. Äîêàçàòü: ïîëüñêèé îòðåçîê, ò.å. çàìû-
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êàíèå â ïëîñêîñòè ãðàôèêà ôóíêöèè y = sin 1
x
, x ∈ (0, 1], õîòü è ñâÿçåí, íå ÿâëÿåòñÿ

ëîêàëüíî ñâÿçíûì.
102. Ïóñòü X � òèõîíîâñêîå ïðîñòðàíñòâî. ind X = 0 ⇔ òî÷êè ñóòü êîìïîíåíòû

ñâÿçíîñòè.
103. Åñëè M � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî è A ⊂ M , òî dim M1 ≤ dim M .
104. Ïóñòü ìû çíàåì, ÷òî dim Rn = n è ïóñòü X � áåñêîíå÷íîìåðíîå íîðìèðî-

âàííîå ïðîñòðàíñòâî. ×åìó ðàâíî dim X?
105. Ñêîëüêî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ó ãðóïïû O(n)? (O(n) ⊂ M(n) ⊂ Rn2

).
106. dim O(n) =?
107ab. dim Q2 = 0, dim R2\Q2 = 1. Â ÷àñòíîñòè, íå îáÿçàòåëüíî dim(A ∪ B) ≥

dim A + dim B, äàæå åñëè A ∩B = ∅.
108. Ïðèâåñòè ïðèìåð M1 ⊂ M , M1 ïëîòíî â M , dim M1 = 0, dim M = ∞.
109. Ïóñòü F � ôóíêòîð èç êàòåãîðèè K1 â K2. Äîêàçàòü: åñëè h � èçîìîðôèçì

ìåæäó îáúåêòàìè A è B êàòåãîðèè K1, òî F (h) � èçîìîðôèçì ìåæäó îáúåêòàìè
F (A) è F (B) êàòåãîðèè K2.

110. Îïèñàòü, îïèðàÿñü íà òåîðåìó Ãåëüôàíäà�Êîëìîãîðîâà, ôóíêòîð èç êàòå-
ãîðèè êîìïàêòîâ â êàòåãîðèþ àëãåáð.

111. Ïîêàçàòü, ÷òî êîìïàêòû X è Y ãîìåîìîðôíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
àëãåáðû íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C(X) è C(Y ) èçîìîðôíû.
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