
Краевые задачи. 
 
(1) , )()()()( /// xfyxCyxByxALy =++= ( ))~,~()(),(),(),( baCxfxCxBxA ∈ , 0)( ≠xA ни разу, 
все функции комплекснозначные.  
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Определение: ),,( fβα - задачей называют задачу найти )1()( ∈xy , такое, что (2) верно. 
(0,0,0) – задача имеет хоть одно решение, а именно )~,~(,0)( baxxy ∈≡ .  
 
Предложение 1:  
1) - линейный оператор, L ( ) ( ))~,~()~,~()( 2 baCbaCxy →∈  
2) и  - линейные функционалы. 1l 2l
Пусть на ))(),( 21 xyxy ~,~( ba - базис пространства всех непродолжаемых решений 
однородного уравнения и { }fxy ∈)(~  - некоторое фиксированное решение неоднородного 
уравнения, тогда для любого  { }fxy ∈)(  существует и притом единственная пара чисел 

, таких, что (*):2
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представлении (*) 0)(~ ≡xy  

Предложение 1/: Если ),,()( fxy βα∈ задаче, то в представлении (*) есть решение 

линейной алгебраической системы (3). (Для (0,0,0) – задачи система (3) однородная). 
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Теорема 1: Следующие три утверждения эквивалентны: 
 1) 0≠∆  
 2) любая ),,( fβα - задача имеет и только одно решение. 
 3) (0,0,0) – задача имеет лишь 0)( ≡xy . 
 
Доказательство:  

)2)1 → : из  следует, что для любой )0≠∆ ,,( fβα - задачи существует, и притом 

единственная пара чисел , следовательно, по предложению (1)3(2
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и притом единственная ),,()( fxy βα∈ - задаче. 



)3)2 → : очевидно. 
)1)3 → : Пусть (0,0,0) – задача имеет лишь 0)( ≡xy , тогда 02211 ≡+ ycyc , следовательно, 

однородная система (3) имеет лишь тривиальное решение , следовательно, ⎟⎟
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Предложение 2: Пусть 0)(
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xf ≡ и фиксируем точку )~,~( ba∈ξ , и пусть , )
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0,0(),( / ≠mm
 и ) , тогда совокупность всех непродолжаемых решений 

однородного уравнения, удовлетворяющих условию: есть одномерное 
подпространство двумерного пространства всех непродолжаемых решений. 
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Доказательство: . Данному уравнению удовлетворяет пара чисел 0)()( // =+= ξξ ymmyly
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Теорема 2: Если (0,0,0) – задача имеет )~,~(,0)( bax ≠υ , то 
 1) Все решения (0,0,0) – задачи есть одномерное пространство решений 
однородного уравнения. 
 2) для каждой ( ))~,~( baCf ∈   
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существует единственное : Cc∈ )()()( xUxcxy += υ . 
 
Доказательство:  
 
1)  , следовательно, по предложению 2, 0,01 ≠= υυl )(xcυ - все решения { }0)( ∈xy , 
такие, что . По предложению (2) все решения - одномерное 
пространство, 

01 =yl { } 0,0)( 2 =∈ ylxy
)()( xcxy υ= . Таким образом,  все решения (0,0,0)–задачи есть )()( xcxy υ= . 

 

2) а) из 0)( ≠xυ  решение (0,0,0) – задачи следует, что 0=∆ , т.е , 

тогда столбцы линейно зависимые, следовательно, существует - линейно 

0det
2212

2111 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ylyl
ylyl

2C∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
τ
σ



независимый от столбцов (т.к. пространство  двумерное). Берем 2C
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Обратно: Пусть ( fxy ,,)( )βα∈ - задаче, тогда - задаче, 
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Сведение ( )f,,βα - задачи к ( )f~,0,0  - задаче. 
 
Лемма 1: (интерполяционный полином Лагранжа-Сильвестра) Пусть Cba ∈≠ и 
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 получили алгебраическую систему. 
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Замечание: вместо двух точек можно взять любой конечный набор точек и в любой точке 
задать - всего N условий. Тогда существует полином не выше 
степени ) , удовлетворяющий всем условиям. 

( ) )(),...,(),( /
i

k
ii aPaPaP i

1( −N
 
Лемма 2: Существует полином ) , не выше третьей степени (не единственный), такой 

что .  
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Аналогично, существуют , вычисляются не однозначно, 

далее по лемме 1 следует существование : , следовательно, 
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Предложение 3: Если ( )fbaxy ,,)~,~(),( βα∈ , то ( )fxxPxy ~,0,0)()()( 3 ∈=− ϕ , где 3
~ LPff −= . 

Верно и обратное. 
Доказательство: ))(()())(())(())()(( 333 xPLxfxPLxyLxPxyL −=−=− . 
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обратно: если ( )))((,0,0)( 3 xPLfx −∈ϕ , то ( )fxyxPx ,,)()()( 3 βαϕ ∈=+ . Очевидно. 
 
Следствие: Достаточно найти все решения ( ))(,0,0 3PLf − - задачи. Потом прибавив к 
любому решению )получим все решения (3 xP ( )f,,βα  - задачи. 
 

Решение задачи , в случае, когда задача ( f,0,0 ) ( ),0,0,0  имеет лишь 
тривиальное решение. 
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Найдем специальный базис. Пусть )  - решение уравнения 4), отличное от 
тождественного нуля, , )  существует по предложению 2, тогда . 
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Лемма 1: (*) ,  и  - базис однородного уравнения 4). 
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Доказательство: 1) метод вариации произвольной постоянной. 
       2) проверить! 
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Лемма 2: Пусть ( ) ( )ξξ // ymmyly += , ( ) )0,0(),(,~,~ / ≠∈ mmbaξ  и пусть дифференцируемые 
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Рассмотрим )()()()()( 2211 xyxcxyxcxy += , тогда 2211 )()( lyclycly ξξ += . 
Доказательство: прямое вычисление и использование (5). 
 

Решение задачи ( )f,0,0 . 
Любое решение уравнения (3) имеет вид: )()()()()( 21 xyxcxyxcxy rl += . 
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 (доказать!). 
 
Решение задачи , в случае, когда задача ( f,0,0 ( )0,0,0  имеет решение )(xυ , 

отличное от тривиального. 
 
Теорема 3: Пусть известно, что существует )0,0,0(0)( ∈≠xυ - задаче, т.е. 0,0,0 21 === υυυ llL . 
Предположим, что существует хоть одно ( )( baCffxU )~,~),,0,0()( ∈∈ , тогда 
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Доказательство: )()(1 xxy υ= , - любое решение однородного уравнения, линейно 
независимое от )

)(2 xy
(xυ , следовательно, для каждого решения  существует 

, что 

{ }fxy ∈)(

(*)
)(
)(

2

1 ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
xc
xc

)()()()()( 2211 xyxcxyxcxy += , 021 ≠yl , т.к. если , то по 

предложению 2 

021 =yl

)(2 xcy υ= , противоречие. Аналогично, 022 ≠yl . 
Пусть ) - некоторое решение ) - задачи. (xU ,0,0( f )()()()()( 2211 xyxcxyxcxU += . 

2121111 )()(0 ylacylacUl +== , 0,0 2111 ≠= ylyl ⇔ 0)(2 =ac ⇔  ∫∫ ==
x

a

x

a

dssF
sW
sydsscxc )(
)(
)()()( 1/

22 . 

2221212 )()(0 ylbcylbcUl +== , 0,0 2212 ≠= ylyl ,⇔ , 0)(2 =bc , ⇔ , 0)(
)(
)(1 =∫

b

a

dssF
sW
sy . (1) 

 
Обратно: Пусть (1) есть. Построим ) , выбрав: (xU
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. Все остальные решения ( )f,0,0 - задачи имеют вид 
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dt
tA
tBaW

syb

a
s

a

, 0)( ≠aW , следовательно, 0
)(
)(exp

)(
)()( 1 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫ ∫ dsdt

tA
tB

SA
sysfb

a

s

a
. 

Теорема доказана. 
 

Собственные значения и собственные функции дифференциального 
оператора. 

 
(1) ; yxCyxByxALy )()()( /// ++= ))~,~((,, baCCBA ∈  - R значные функции, ни разу. 0≠A

(2) , . 
( ) ( )
( ) ( ) 0

0
//

2

//
1

=+≡
=+≡

bykbkyyl
ayhahyyl

Rkkhh
k
k

h
h

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≠⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≠⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ //
// ,,,,

0
0

,
0
0

{ }0,0|))~,~(()()( 21
2 ==∈= ylylbaCxyLD , Cxy −)( значное. 

)(LD - линейное пространство над С. ))~,~(()(: baCLDL → . 



 
Определение: C∈λ - собственное значение дифференциального оператора (1) с 
условиями (2), если существует )()( LDxy ∈ , отличное от тождественно нулевого на 
( )ba ~,~ , что yLy λ= . Для матриц: .  n

nn CHHHA ∈≠=× 0,λ
 
Предложение 1: Если C∈λ - собственное значение дифференциального оператора и 

)(xυ его собственная функция, то все остальные собственные функции, отвечающие этому 
собственному значению есть: . 0),()( ≠∈= Ccxcxy υ
Доказательство: следует из теоремы 2 части 1) для оператора yLyyL λ−=~ . 
 
Предложение 2: Если собственное значение λ  действительное, то для него существует R 
– значная собственная функция 0)(~ ≠xy , а остальные 0),(~)( ≠= cxycxy . 
Доказательство: пусть )()()( xixuxy υ+= . Либо 0)( ≠xu , либо 0)( ≠xυ . yLy λ= . Выделяя 

реальную и мнимую части, получаем, что 
021 ==

=
ulul
uLu λ

 и  
021 ==

=
υυ
λυυ
ll

L
, следовательно,  

либо )

)(xU

(xυ  действительная собственная функция. 
 
Предложение 3: Если µλ ≠  собственные значения дифференциального оператора и 

,  - собственные функции, тогда )(xyλ )(xyµ 0
)(
)(exp

)(
1)( =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫ ∫
b

a

x

a

dxdt
tA
tB

xA
yxy µλ . 

Доказательство: ( ) 0=−⇒= λλλ λλ yILyLy , т.е. ( )0,0,0  - задача для оператора ( )IL λ−  
имеет . 0)( ≠xyλ µµµµµµ λµλµ yyyLyyLy −=−⇔= , получаем 

, следовательно, ( ) ( ) )()()( xfxyxyIL
def
≡−=− µµ λµλ ( )f,0,0  - задача имеет хоть одно решение 

(а именно ) ), следовательно, (xyµ 0
)(
)(exp

)(
1)())(( =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∫ ∫ dxdt

tA
tB

xA
xyxy

b

a

x

a
µλ λµ . 

Сокращаем на ( ) 0≠−λµ .  
 
Приведение дифференциального оператора к самосопряженной форме. 

 
(3) , yxCyxByxALy )()()( /// ++≡ 0)( ≠xA  ни разу, ))~,~(()( 1 baCxA ∈ , 

))~,~(()(),( baCxCxB ∈ , 
RCBA −,, -значные. Если /AB = , то оператор  

имеет самосопряженную форму. Умножим уравнение (3) на  
yxCyxAyxCyxByxALy )())(()()()( ///// +≡++≡

0))~,~(()( 1 ≠∈ baCxρ  ни разу. 
Получаем (4) . Подберем CyByAyLy ρρρρ ++≡ /// ρ  так, чтобы , т.е. /)( AB ρρ =

( ) )(/ A
A
BA ρρ = , следовательно, ( )( ) ( baxbaCdt

tA
tB

xA
x

x

x

~,~,~,~
)(
)(exp

)(
1)( 0

1

0

∈∈⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∫ρ ), тогда (4) 

примет вид: (4/): ( ) yxqyxpLy )()( // +=ρ , где 
))~,~(()()()(

))~,~(()()()(0 1

baCxxCxq
baCxxAxp

∈=
∈=<

ρ
ρ

, 

( ) ( )xAx sgnsgn =ρ  
 

 



 
Применение к задаче на собственные значения. 

 
(1/) ,yyxCyxByxALy λ=++≡ )()()( /// ( )( )baCxA ~,~)( 1∈  ни разу , 0≠ C∈λ , 

( )( )baCxCxB ~,~)(),( ∈ , - R- значные. умножим (1)(),(),( xCxBxA /) на )(xρ , получем: 

(1//) ( ) yxyxqyxpyL )()()(~ // λρ=+≡ . 
, и ( )/1)( ∈xy , то ( )//1)( ∈xy , и обратно: Следствие: если и 0)( ≠xy 021 == ylyl

IyxyL )(~ λρ= , т.е. если )(, xyλ  - собственное значение и собственная функция оператора , 
то есть собственные значения и собственные функции пары операторов 

L
IIxиL ,)(~ ρ - 

тождественный оператор. 
 

Задача Штурма – Лиувилля. 
 

( )

⎪
⎪
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⎪⎪
⎨
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bykbkyyl
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⎨

⎧

∈<
−∈
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значнRbaCq

baCp
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ρ
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⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎞
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⎝

⎛
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⎠
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⎞
⎜⎜
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⎛

0
0

0
0
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h
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Rkkhh ∈// ,,,  

 
Задача Штурма – Лиувилля: найти число C∈λ  и 0)( ≠xy  такое, что { верно. Тогда λ  
- собственное число задачи Штурма – Лиувилля,  - собственная функция задачи Ш-Л. )(xy
  
Теорема 1: существует R∈Λ , что все [ )+∞Λ∈ ,λ   
 не собственные значения задачи Штурма - Лиувилля. 

Доказательство: для случая . 
⎩
⎨
⎧

==
==

0)(
0)(

2

1

byyl
ayyl

Пусть  
[ ]

[ ]
0)(max

0)(min

,

,

≥=

>=

Mxq

mx

ba

ba
ρ

. Годится 
m
M

=Λ . 

Докажем, что 
m
M

≥λ  не собственное значение задачи Штурма - Лиувилля. 

От противного: Пусть 
m
M

≥λ  - собственное значение, R∈λ , следовательно, по 

предложению 2 существует собственная функция значная, Rxyxy −≠ )(,0)(

[ ] [ ] yxfyxqxyxp
dx
d )()()()( / =−= λρ , 0)(,)(max,)(min, ≥⇒==≥ xfMxqmx

m
M ρλ . 

0)(/ ≠ay , ибо из  следует, что )  тождественно нулевое. 
0)(
0)(/

=
=

ay
ay

(xy

Пусть 0  (иначе возьмем ))(/ >ay (xy− ). Пусть  первый ноль 
функции , . Интегрируем от а до х: 

. Т.к. , то 

. , следовательно, . Противоречие с 

*b
)(xy bba ≤< *

(f

]0

∫=−
x

a

dttytfayapxyxp )()()()()()( //

[ ] [ ]0)(,0)
** ,, baba

xyx ≥≥

0≥∫
x

a

0)( >xp [)(
*,

/

ba
xy >



( ) ( ) 0* == byay . 
 

Эквивалентность задачи Штурма – Лиувилля интегральному 
уравнению. 

 

Лемма 1: для уравнения ,  имеем:  ( ) 0)()( // =+ yxqyxp
))~,~(()(

0)( 1

baCxq
Cxp

∈
≠∈

constxWxp
x
≡)()( .

Доказательство: 

constpWpW
dx
dpWWpW

p
pWy

p
qy

p
py =⇒=⇒=+⇔−=⇒−−= 0)(0//

/
//

/
//

 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==
+≡

0
)()(

21

//

ylyl
yxqyxpLyСледствие: для оператора с условием (0,0,0) задача имеет лишь 

тривиальное решение имеем: RSxG −),( значная и ),(),( xSGSxG = . 
Доказательство: . Возьмем 

. Решением однородного 
уравнения второго порядка с действительными 
коэффициентами и действительными 
условиями Коши является действительная 
функция, т.е. - значная. Аналогично, 

- значная.  R- значных функций 
R- значен, следовательно,  R- значная. 

0)()( // =+ ayha llhy
hayhay =−= )(,)( //

Rxyl −)(
Rxyr −)( )(xW

),( SxG
Берем две симметричные точки )  в левом 
треугольнике и  в правом. 

,( Sx
),( xS

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=

=

)()(
)()(),(

)()(
)()(),(

xWxA
xySyxSG

SWSA
SyxySxG
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),(),(

)()()()(
)()()()(т.е.

A(S)W(S)p(S)W(S)constp(x)W(x)A(x)W(x)p(x)A(x)

xSGSxG
xySySyxy
SWSAxWxA

lrrl

=⇒
⎭
⎬
⎫

=
=

====⇒=

. 

 
Сведение задачи Штурма – Лиувилля к интегральному уравнению. 

 
(1) , ( ) yxyxqyxpLy )()()( // λρ=+≡ ( )( ) ( )( ) 0)(,,~,~)(),(,~,~0)( 1 >−∈∈> xзначныеRbaCxxqbaCxp ρρ . 

(2) . (Волну над убрали, т.е. пишем вместо Rkkhh
yl
yl

∈
=
= //

2

1 ,,,,
0
0

L L L~ ). 

Пусть 0=λ  не собственное значение задачи Штурма – Лиувилля, т.е. ( - задача 
имеет только тривиальное решение, следовательно, существует функция Грина 

)0,0,0

[ ] [ ]( babaCSxG ,,),( ×∈ )  - действительно значная, симметричная. 
 
Лемма 2: Если 0≠λ и на 0)( ≠xy ( )ba ~,~  - собственное значение и собственная функция  
задачи Штурма – Лиувилля, т.е. (1) и (2) выполнено, то 0)( ≠xy на [ ]и : 

. Верно и обратное: если Если 

ba, )

]

3()( ∈xy

[ baxdSSySSxGxy
b

a

,,)()(),()( ∈= ∫ ρλ 0≠λ и 



[ ]),(0)( baCxy ∈≠  - решение интегрального уравнения (3), то λ  - собственное значение и 
 собственнная функция задачи Штурма – Лиувилля. )(xy

Доказательство: из на 0)( ≠xy ( )ba ~,~   следует, что 0)( ≠xy на [ ]ba,
( )

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

==

∈==

0
)

. Далее, 
~,~()()(

21 ylyl
baCxfyxLy λρ

, следовательно, , т.е. 

.  

∫=
b

a

dssfsxGxy )(),()(

[ ]baxdSSySSxGxy
b

a

,,)()(),()( ∈= ∫ ρλ

Обратно: из [ ] [ ]),()()(),()( baCxyxbaCxy ∈⇒≠∈ λρ . А тогда из (3) следует, что yxLy )(λρ=  
и , т.е. собственная функция задачи Штурма – Лиувилля, 021 == ylyl )(xy λ  - собственное 
значение. Лемма доказана. 
 

Сведение к интегральному уравнению с симметричным ядром. 
 

Умножим на )(xρ : ( )( )dSSySSxSxGxyx
b

a

)()()()(),()()( ρρρλρ ∫= ⇔  

∫=
b

a

dSSzSxKxz )(),()( λ  (4), где )()(),(),(),()()( SxSxGSxKxyxxz ρρρ == , 

. Это доказывает следующую лемму. [ ] [ ]( babaCxSKSxK ,,),(),( ×∈= )
 
Лемма 3: интегральное уравнение (3) эквивалентно интегральному уравнению с 
симметричным ядром (4), т.е. если [ ] )3(,,0)( ∈≠ baxy , то [ ] )4(,,0)()()( ∈≠= baxyxxz ρ . 

Верно и обратное: из [ ]( )baCxz ,)(0 ∈≠  решение (4), следует, что 0
)(

)()( ≠=
x
xzxy

ρ
непр. 

решение (3). 
 
Определение: Число C∈≠ λ0 называется характеристическим числом интегрального 

оператора , если существует ∫
b

a

dSSzSxK )(),( [ ]( )baCxz ,)(0 ∈≠ , такое, что 

, . Очевидно, число )()(),( xzdSSzSxK
b

a

=∫λ [ bax ,∈ ]
λ
1 - собственное значение.  

Обратно: Если C∈≠ 0µ - собственное значение и ) - собственная функция, то (xz
µ

λ 1
=  

есть характеристическое число. 
 
Лемма 3: (в терминах характеристических чисел). Пусть 0=λ не собственное значение 
задачи Штурма – Лиувилля. Если [ ]baxyC ,,0)(,0 ≠∈≠λ  - собственное значение и 
собственная функция задачи Штурма – Лиувилля, то yxzи ρλ =)( являются 
характеристическим числом и собственной функцией интегрального оператора с ядром 

.  ),(),( xSKSxK =



Обратно: если [ ]baxyC ,,0)(,0 ≠∈≠λ - характеристическое число и собственная  функция 

интегрального оператора с ядром ),(),( xSKSxK = , то [ ]bazxyC ,,0)(,0 ≠=∈≠
ρ

λ  - 

собственное значение и собственная функция задачи Штурма – Лиувилля. 
 
Напоминание: свойства интегральных операторов с действительно значным, 
непрерывным, симметричным ядром. 
Пусть )  действительно значное, непрерывное, симметричное ядро, тогда: ,( SxK
1) существует хоть одно характеристическое число λ  (их конечное, либо бесконечное 

множество; N – их количество, если их бесконечно, то ∞=N ) 
2) все характеристические числа лежат в комплексной плоскости на действительной оси. 
3) В каждом конечном отрезке их конечное число. Так как характеристическое число 

0≠λ , то их можно упорядочить: ⋅⋅⋅≤≤⋅⋅⋅≤≤< nλλλ 210 . 
4) Каждому λ  соответствует конечное число линейно независимых собственных 

функций и их можно выбрать действительно-значными. 

5) Если mk λλ ≠ , то  - ортогональность. 0)()( =∫
b

a
mk dxxzxz

6) При каждом фиксированном mλ  проортонормируем по Грамму – Шмидту; получим 
 (конечное число, либо бесконечное). ⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ,,, 21 Nzzz ( ) kmmk zz δ=,  

7) Теорема Гильберта – Шмидта: каждая С- значная [ ]( )baCxz ,)( ∈  , принадлежащая 

образу интегрального оператора ( ) разлагается в 

ряд: . При 

[ ]( baCSfdSSfSxKxz
b

a

,)(,)(),()( ∈= ∫ )

∑
=

=
N

n
nn xzcxz

1
)()( ∞=N ряд сходится абсолютно и равномерно на [ ]ba, , 

. ∫=
b

a
nn dxxzxzc )()(

 
Следствия для задачи Штурма – Лиувилля: 

 
1) существует хоть одно собственное значениеλ  (их конечное, либо бесконечное 

множество) 
2) каждое собственное значение действительно. 
3) В каждом конечном отрезке конечное количество собственных чисел. Так как все 

Λ≥λ не собственные значения (см. теорему 3), то их можно упорядочить: 
12 λλλ <⋅⋅⋅<⋅⋅⋅ n , если , то ∞=N −∞→nλ . 

4) Каждому собственному числу соответствует одна действительная собственная 
функция ) , а остальные имеют вид:  (xy Ccxcy ∈≠0),( .

5) Из  следует, что . km

b

a
mk dxxzxz δ=∫ )()( km

b

a
mk dxxxyxy δρ =∫ )()()(

6) Разложение по собственным функциям: каждая С - значная  и 
удовлетворяющая условиям 0

[ ]( )baCxy ,)( 2∈
,0 21 == ylyl  разлагается в ряд по собственным 

функциям:  . Если , то ряд сходится 

абсолютно и равномерно на 

∑
=

=
N

n
nn xycxy

1
)()( , ∫=

b

a
nn dxxxyxyc )()()( ρ ∞=N

[ ]ba,  



Доказательство 6): ( ) [ ]( )baCxfyxqyxpLy ,)()()( // ∈=+≡ , 0=λ не собственное значение, 

следовательно,  ∫=
b

a

dSSfSxGxy )(),()( ⇔  ∫=
b

a

dS
S
SfSxSxGxyx

)(
)()()(),()()(

ρ
ρρρ , по 

теореме Гильберта – Шмидта ∑
=

==
N

n
nn xzcxyxxz

1
)()()()( ρ  и если , то сходимость 

абсолютная и равномерная по 

∞=N

[ ]bax ,∈ . ∫∫ ==
b

a
n

b

a
nn dxxxyxydxxzxyxc )()()()()()( ρρ , 

следовательно, разлагается в ряд, )(xy ∑∑
==

==
N

n
nn

N

n

n
n xyc

x
xzcxy

11

)(
)(
)()(

ρ
. Из того, что 

mx
1

)(
1

≤
ρ

, где )(min xm ρ=  при [ ]bax ,∈  следует, что этот ряд тоже сходится 

абсолютно и равномерно на [  если ]ba, ∞=N  
Следствие из 6): пусть 0=λ не собственное значение задачи Штурма – Лиувилля, тогда 
множество всех собственных чисел бесконечно, т.е. ∞=N и тогда 

. ∞→<<⋅⋅⋅←∞− nприn 12 λλλ
Доказательство: от противного. Пусть ∞<N , т.е. 

все собственные функции задачи Штурма – 

Лиувилля. Построим полиномы 

)()(1 xyxy N⋅⋅⋅

( ) ( )mm
m bxaxxP −−=)( , 

, всего  полином, 

, следовательно, 

2,...2 += Nm 1+N

0
0

0)()(
0)()(

2

1
// =

=
⇒

==
==

m

m

mm

mm

Pl
Pl

bPaP
bPaP

)()()( 11 xycxycxP NNm +⋅⋅⋅+= , - независимых функций. Противоречие. (  линейно 
независимых векторов в мерном пространстве). 

N 1+N
N

 
0=λ собственное значение. 

 
Если 0=λ собственное значение, то ( ) 0)()(0)()( // =⋅=+= xyxyxqyxpLy ρ . Т.к. 0=λ  
собственное значение, то  на 0)( ≠xy ( )ba ~,~ . 021 == ylyl , т.е. ( )0,0,0 - задача имеет 
нетривиальное решение, тогда )не существует. Но ,( SxG Λ не собственное значение для 

. Строим L IxLL )(~ ρΛ−= , т.е. yxLyyL )(~ ρΛ−= . 
Если Lxy ∈≠ 0)(,λ , то ( )Λ−= λλ~ , Lxy ~)( ∈ . 
Если yLy λ= , то ( ) yxyxLyyL )()(~ ρλρ Λ−=Λ−= . 
И обратно: если Lxy ~0)(,~

∈≠λ , то ( ) Lxy ∈Λ+ )(,~λ , следовательно, 0~
=λ не собственное 

значение для L~ . Тогда существует ),(~ sxG  для L~  и Λ+<Λ+←−∞⇒<←∞− 1212
~~...~~... λλλλ  

собственные числа для и теже собственные функции ) со всеми свойствами 1)-6). L (xyn
 

Теорема Штурма – Лиувилля. 
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1) Собственные числа задачи Штурма – Лиувилля существуют, все действительные и 
образуют последовательность 12 λλ <<⋅⋅⋅<∞− . 

2) Для любого собственного числа nλ  существует действительная собственная функция 

, остальные -  . )(xyn Ccxcyn ∈≠0),( , ∫ =
b

a
kllk xxyxy δρ )()()(

3) Любая C - значная функция [ ]( )baCxy ,)( 2∈ , удовлетворяющая условиям 021 == ylyl , 

разлагается в ряд Фурье: . Ряд сходится абсолютно и равномерно на 
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Пример:  
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разлагается в ряд: , сходится абсолютно и равномерно на [ ]( )∑
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n nxcxy π,0 . 

Замечание 1:  - собственная функция, следовательно существует единственная 
собственная функция 

[ baxyn ,),( ]
( ) [ ]baxybaxy nn ,),(~,~),(~ ≡ . 

 
 
Замечание 2: 
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Теорема (основная): . yyxCyxBxyxALy λ=++≡ )()()()( /// 0)( ≠xA  ни разу на ( )ba ~,~ , 

( )( ) ( )( ) [ ] ( )babaRhhkkylylзначныеRbaCxCxBbaCxA ~,~,,,,,,0,,~,~)(),(,~,~)( //
21

1 ⊂∈==−∈∈

0

, тогда: 
1) Собственные числа существуют, все действительные и образуют последовательность: 

а)  если , то )( >xA +∞→<<⋅⋅⋅←∞− nn ,12 λλλ . 
б)  если 0)( <xA , то +∞→+∞→⋅⋅⋅<< nn ,21 λλλ . 

2) Для любого собственного числа nλ  существует действительная собственная функция 

, остальные -  , )(xyn Ccxcyn ∈≠0),( , ∫ =
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a
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3) Любая C - значная функция [ ]( )baCxy ,)( 2∈ , удовлетворяющая условиям 021 == ylyl , 

разлагается в ряд Фурье: . Ряд сходится абсолютно и равномерно на 
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Доказательство: следует из теоремы Штурма – Лиувилля. 
Замечание 3: достаточно ( ) [ ]baнаCxAиxA ,)(0)( 1∈≠ . 
 



Алгоритм нахождения собственных значений и собственных функций. 
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Пусть ),(),,( 21 λλ xyxy  образуют базис уравнения (1), т.к. множество всех решений  
уравнения (1), таких что , есть одномерное линейное пространство над полем С, то 
с учетом линейной независимости 

)(xy
01 =yl

),(1 λxy  и ),(2 λxy  получаем, что хоть одно из двух 
чисел ),(11 λ⋅yl  либо ),(21 λ⋅yl  отлично от нуля. Общее решение уравнения (1) имеет вид: 

),(),()( 2211 λλ xycxycxy +=  и поэтому получаем: 
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Пусть λ  - корень уравнения  ( ) 0det = . Первое уравнение линейной системы 

удовлетворяется ненулевой парой: 
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. При таких  второе уравнение 

принимает вид: 
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c
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0det,,,, 22111221 ==⋅⋅⋅+⋅⋅⋅− λλλλλ ylylylyl , т.к. λ  корень. Итак, 
собственная функция ( )λ,xy  соответствующая собственному числу λ  имеет вид: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )λλλλλ ,,,,, 211121 xyylxyylxy ⋅⋅+⋅⋅−= . 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 


