
Теория устойчивости. 
 

Непрерывная зависимость от начальных данных. 
 

Дана система  (1) и )(),( DCXtFX ∈=
•

njiDCXt
x
f

j

i ,..1,),(),( −∈
∂
∂ ; DR n ⊃+1  - открытое 

множество. ( ) ( ) ( ) ( )( )ξτωξταξτξτ ,,,,,,!, tXрешениеемоенепродолжаD ∃⇒∈∀ . 
Зафиксируем ( ) D∈ξτ ,  и отрезок [ ] ( )ωα ,, ⊂ba . 
 
Теорема 1: (непрерывная зависимость решения от начальных данных) 

[ ]( ) :,,:,,,0 тоеслиba ∆<−−∆<∃ ξξττξτ

( ) ( ) [ ]ba,,,,

 

1) ( ) . ⊃ξτωξτα
2) по ξτ , , отрезку  и [ ba, ] 0>ε  существует 

[ ]( ) [ ]( baba ,,,,,,,0 )ξτεξτδ ∆≤< ,такое что если 

δξξδττ <−<− и , то 

[ ]battXtX ,,),,(),,( ∈<− εξτξτ . 

 
Теория устойчивости. 

 
Пусть задана система (1) и зафиксировано непродолжаемое решение ( ) ( )( )ϕωϕαϕ ,),(tX = . 
 
Определение 1: решение ( )tϕ  устойчиво по Ляпунову при ∞→t ( вправо), если: 
1) ( ) +∞=ϕω , т.е. живет до . ∞+
2) для любого начального момента ( )( )+∞∈ ,ϕατ  
существует разброс ( ) 0>∆ τ : если 

( ) ( )ττϕξ ∆<− , то ( ) +∞=ξτω , , т.е. открытый 

шар в nR  радиуса ( )τ∆ . 
3) для любого начального момента ( )( )+∞∈ ,ϕατ  
и любого 0>ε  существует разброс 

( ) ( )τετδ ∆≤< ,0 : если ( ) ( )ετδτϕξ ,<− , то ( ) ( ) [ )+∞∈<− ,,,, τεϕξτ tttX . Очевидно, 

( ) εετδ ≤, . 
 

Пример: . ( ) ( ) ( ) εετδτϕ =+∞=∆=≡==
•

,;;00),(1
2

txtfxn
R

 
Определение 2: решение ( )tϕ  называется неустойчивым по Ляпунову, если нет 1), или 2), 
или 3). 
 

Пример: ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−∈=+=

•

2
,

2
,,1 2 ππϕ tttgtxx , следовательно, неустойчиво по Ляпунову  

(1) - нарушается). 
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Пример:  неустойчиво по Ляпунову ( 2) - 
нарушается). 

( ) Rttxx ∈≡=
•

,0,2 ϕ

 
 
 
 
 

Пример:  
неустойчиво по Ляпунову (3) - нарушается). (возьми 

). 

( ) ( ) ( ) ( ) +∞=∆+∞∞−≡∈⋅==
•

τϕ ,,,0,,exp tRttcxxx

( ) 01,01;0 >∃⇒== δετ не
 
 
 
 
Определение 3: решение ( ) ( )( )+∞,, ϕαϕ t  называется асимптотически устойчивым при 

( вправо), если: ∞→t
I) ( )tϕ  устойчиво по Ляпунову, т.е. 1),2),3) выполнены. 
II)  такое, что если ( )( ) ( ) ( )ττρϕατ ∆≤<∃+∞∈∀ 0, , ( ) ( )τρτϕξ <− , то ( ) ( ) 0,, →− ttX ϕξτ  
при . +∞→t
 
Устойчивость по Ляпунову решения ( )tϕ  это свойство решения удерживать близко 
выходящие р ения, а асимптотической устойчивости – еще и притягивать их. еш
Величина ( )τρ  - радиус притяжения для начального момента τ~ , а множество 

( ) ( )τρτϕξ <−  - шар притяжения для момента τ~ . 
 
Предложение 1: Пусть ( ) ( )( ) ( )1,, ∈+∞ϕαϕ t . Если для некоторого ( )( +∞∈ , )~ ϕατ , существует 
( ) 0~ >∆ τ , либо ( )ετδ ,~0 < , либо ( )τρ ~0 < , то для любого ( )( )+∞∈ ,ϕτ a  существует 
( ) 0>∆ τ , ( )ετδ ,0 < , ( )τρ<0 . 

( ) +∞=ξτω ,~Доказательство: из ( ) ( )ττϕξ ~~ ∆<−  следует, что . По теореме о непрерывной 
зависимости от начальных данных, где 

, ( ) [ ] [ ]τττϕτξτ ~,,,)(,,
__

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ba ( )τε ~∆=   существует 

( ) [ ] ( )( )ττττϕτδ ~,~,,,0 ∆< , что из ( ) δτϕξ <− следует, 

что ( ) ( ) ( ) [ τττϕξτ ]~,,~,, ∆<− ttx , следовательно, 

( ) ( ) [ ] ( )( )ττττϕτδτ ~,~,,, ∆≡∆ . Остальное аналогично. 
 
Следствие: проверять условие устойчивости достаточно для одного τ~ . 
 

Сведение задачи об устойчивости любого решения к задаче об 
устойчивости нулевого решения. 

Пусть  решение (1), >< batX ,),( ( ) b<ϕα . Введем ( )( ) 0,, ≠+∞∩>=< ϕαbaJ . ( ) ( ) JtYttX ,)( =−ϕ . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )ttFttYtFttXtFttXtY ϕϕϕϕ ,,))(,()( −+=−=−=
••••

( ) . 

(2) 
( )

( )20)()),(,())(,(),(
,

∈≡−+==
+∞• α

ϕϕ tYttFtYtFYtGY . ( ) ( ) ( )( ){ }DtYttYtD ∈+<= ϕϕα ,;|,~ . 
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Если ( ) , тоDYt ~, ∈ ( )( )( ) DtYt ∈+ϕ, . Обратно: если 
 то ( ) ( ) tиDXt <∈ ϕα, , ( )( ) ( ) DYttXt ~,, ∈=−ϕ . D~  - открыто 

в nR +1  (следует из открытости  и непрерывности D ( )tϕ ) и 
система (2) пикаровская. 
 
Предложение 1: если и >< batX ,),(  ( ) b<ϕα  является 
решением (1), то ( ) ( )2),()( ∈=− JtYttX ϕ . Обратно: если 

, то ( )2,),( >∈< dctY ( ) ( )1,,)()( >∈<+= dcttYtX ϕ . 
 
Предложение 2: если ( )tϕ  устойчиво по Ляпунову (или асимптотически устойчиво), то 

 устойчиво по Ляпунову (или асимптотически устойчиво) с теми же ( )20)( ∈≡tY
( ) ( ) ( )τρετδτ ,,,∆ . 

Верно и обратное. 
Доказательство: (  Пусть )⇒ τϕα <)( ; если ( ) ( )ττϕξ ∆<− , то ( ) +∞=ξτω , . Пусть 

( )τη ∆<− 0 . Строим ( ) ( ) ( )τητϕξτϕηξ ∆<=−⇒+= , следовательно, для решения 

( )ξτ ,,tX  его ( ) +∞=ζτω , . Строим вектор – функцию ( ) ( ) [ ) ( )2,,,,)( ∈+∞−= τϕξτ ttXtY . 
( ) ητ =Y , значит, [ )+∞= ,),,,()( τητtYtY  

(⇐) аналогично. 
Устойчивость в линейных системах. 

 
(1) значные,  ( )( ) RtftaaCtFtAtFXtAX iij −+∞∈+=

•

)(),(,,)(),(),()( nRtX ∈)( .
 
Предложение 1: для любого непродолжаемого решения ( ) ( ) )1(,, ∈+∞atϕ , соответствующая 

система (2) есть линейная однородная система  (т.е. ). YtAY )(=
•

XtAX )(=
•

Доказательство: ( ) ( ) ( ) { }0∈−= ttXtY ϕ . 
 
Следствие: если хоть одно ( ) ( )1∈tϕ  устойчиво по Ляпунову (или асимптотически 
устойчиво), то  устойчиво по Ляпунову (или асимптотически устойчиво). ( )20)( ∈≡tY
 
Теорема 1: если хоть одно ( ) ( )1∈tϕ  устойчиво по Ляпунову (или асимптотически 
устойчиво), то каждое ( ) ( )1∈tψ  устойчиво по Ляпунову (или асимптотически устойчиво). 
Доказательство: ( ) ( )1∈tϕ  устойчиво по Ляпунову (или асимптотически устойчиво), 
следовательно, Y  устойчиво по Ляпунову (или асимптотически устойчиво), 
следовательно, каждое 

( )20)( ∈≡t
( ) ( )1∈tψ  устойчиво по Ляпунову (или асимптотически устойчиво). 

 
Замечание:  система (1) устойчива по Ляпунову (или асимптотически устойчива)⇔ любое 
решение системы устойчиво по Ляпунову (или асимптотически устойчиво). 
 
Определение: вектор-функция ( )+∞,),( atX  называется ограниченной вправо, если 
существует  и , что Ta < 0>M [ )+∞≤ ,,)( TMtx . 
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Предложение 2: если (( ))+∞∈ ,)( aCtX  и ограничено вправо, то для любого ( )+∞∈ ,aτ  
существует [ )+∞≤< ,),()(:)( τττ MtXM0 . 

Доказательство: существует , что MиTa < [ )+∞≤ ,,)( TMtX  (из ограниченности). 

На [ ] ( )ττ MtXT ~)(, ≤ , т.к. )(tX  непрерывна на [ ]T,τ . В качестве )(τM  возьмем 

{ }MMM ),(~max)( ττ = . 
 
Теорема 2: если  устойчиво по Ляпунову, то каждое решение ( )20)( ∈≡tX ( )2)( ∈tX  
ограничено вправо. 
Обратно: если каждое решение ( )2)( ∈tX  ограничено вправо, то  устойчиво 
по Ляпунову. 

( )20)( ∈≡tX

 
Доказательство:  
( )⇒

)
0)( ≡tX  устойчиво по Ляпунову, следовательно, для любого 1  существует =ετ и

( 1,0 τδ<  такое, что если δξ < , то [ )+∞< ,,1),,( τξτtX . Пусть , 

существует , что 

( ) (2,),( ∈+∞atX )

0>M ( )1,)( τδτ
<

M
X , тогда ( ) ( )2)(~ ∈=

M
tXtX . 

( ) ( )1,)(~ τδττ <=
M
XX , следовательно, [ )+∞< ,,1)(~ τtX , следовательно, [ )+∞< ,,)( τMtX . 

 
(⇐) дано: любое  ограничено вправо. Надо: из ( )2)( ∈tX ( ):,00, ετδετ <∃>∀ δξ <  

следует, что [ )+∞∈< ,,),,( τεξτ ttX . 

Фиксируем ( )+∞∈ ,aτ . Строим ) - фундаментальную матрицу системы (2): (tФ
( ) EtXtXtXtФ n ( ) =Φ= τ:)(),...(),()( 21 . Тогда любое ( )ξξτ ttX Φ=),,( . [ )+∞≤ ,,)( τii MtX . 

Пусть , тогда ii
MM max= [ )+∞≤ ,,)( τMtXi , следовательно, 

( ) [ )+∞≤≤Φ ∑
=

,,
1

2
τnMXt

n

i
i . ( ) ( ) εξξξξτ <≤⋅Φ≤Φ= nMtttX ),,( , следовательно, 

( )ετδεξ ,=<
nM

. 

 
Следствие: если существует хоть одно решение ( )2)(* ∈tX  неограниченное вправо, то 

 не устойчиво по Ляпунову. 0)( ≡tX
 
Лемма: пусть для системы (2) существует ( )τρ<0 , т.е. из ( )τρξ <  следуют, что 

, тогда любое  +∞→→ tприtX 0),,( ξτ +∞→→ tприtX 0)( .
Доказательство: пусть )  - любое решение системы (2), существует , что (tX 0>M

. Строим 
M
tXtX )()(~ = , т.к. ( )τρ<)0(~X , то 0)(~ →tX при . 0)( →⇒+∞→ tXt)()( τρτ

<
M
X

 
Теорема 3:  асимптотически устойчиво, следовательно, любое  при 

. Верно и обратное. 
0)( ≡tX 0

+∞→t
)( →tX
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Доказательство: ( ) . ( ) 0)(0
3

→∀⇒>∃⇒ tX
лемма

τρ
( ) 0)( →∀⇐ tX , следовательно, каждое решение ограничено вправо, следовательно, 
устойчиво по Ляпунову и ( ) +∞=τρ , следовательно, асимптотически устойчиво. 
 
Следствие 2: если существует хоть одно ) , не стремящееся к нулю при (tX +∞→t , то 

 не является асимптотически устойчивым. 0)( ≡tX
 
Следствие 3: пусть )  - базис (не обязательно ()...(1 tXtX n

nR  значный) для (2). Если каждое 
 ограничено вправо, то 0)(tX i )( ≡tX  устойчиво по Ляпунову (если каждое  при 

, то 0  асимптотически устойчиво). 
0)( →tX i

+∞→t )( ≡tX

Доказательство: , что n

n

C
c

c
ctX ∈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=∃∀ :!)(

1

)()()( 11 tXctXctX nn⋅⋅⋅+= . 

 
Устойчивость в линейных системах с постоянной матрицей. 

 

( ) AXX =
•

1 , RA nn −×  значная. 
Лемма: пусть βαλ iC +=∈  и 0<α . Рассмотрим 

( ) ZsCPPPtPtetetX n
lS

Stt ∈≥∈++⋅⋅⋅+=℘= 0,,)()( 01
1λλ , тогда  +∞→→ ttX ,0)( .

Доказательство: очевидно. 
 
Теорема 1: 1) если , то 00Re <∀ jλ )( ≡tX  асимптотически устойчиво. 
2) если существует хоть одно 0Re >jλ , то 0)( ≡tX  даже не устойчиво по Ляпунову. 
Доказательство: 1)  базис, каждое )()...(1 tXtX n 1−≤ ns j . 

Любое ) , следовательно, любое 0 , следовательно, по лемме 3 
 - асимптотически устойчиво. 

()( tetX j
t

j
j℘= λ )( →tX j

0)( ≡tX
2) пусть существует хоть один корень с 0Re >jλ , тогда существует  Если j

t
j HetX jλ=)( .

Rj ∈λ , то 0>jλ , следовательно, существует ненулевой собственный вектор , 
следовательно, неограниченно вправо, нет даже устойчивости по Ляпунову. 

n
j RH ∈

Пусть , тогда существует 0,00, >>≠+= αββαλ ij

( ) ( ) ( )iVUtiteHetX t
j

ti
j +⋅+== ⋅+ ββαβα sincos)( , где 

j

j

HV
HU

Im
Re

=
=

. 

В базисе Жордана есть 
_
H , тогда 

i
HHVHHU

2
,

2

__
−

=
+

= , следовательно, линейно 

независимы. , существуют моменты времени ( VtUtetX t
j ⋅−⋅= ⋅ ββα sincos)(Re ) +∞→nt , 

что 1 , тогда )  неограниченно вправо, нет даже устойчивости 
по Ляпунову. 

cos,0sin == nn tt ββ (Re nj tX

 
Теорема 2: пусть каждое 0Re ≤jλ  и существует хоть один корень βi на мнимой оси, 

R∈≠ β0 , тогда : 
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1) Если для всех корней на мнимой оси выполняется равенство ( ) SS kIiArangn =−− β , 
где  кратность корня, то решение 0Sk )( ≡tX  устойчиво по Ляпунову, но не 
асимптотически. 
2) Если существует хоть один , что *βi ( ) ** kIiArangn <−− β , то даже не устойчиво по 
Ляпунову. 
Доказательство: 1) строим базис системы (1): . Решение )()...(1 tXtX n

( ) )()( tetX j
ti

j
jj ℘= + βα  

при 0<α  стремится к нулю, в частности ограничено вправо. 
( ) 0,0 ≠=− HHiA Sβ  имеет  ( )IiArangn Sβ−−  линейно независимых решений, 

( ) SS kIiArangn =−− β , следовательно, нет присоединенных векторов, следовательно, 
только  - ограничено вправо, следовательно, HetX ti

s
sβ=)( 0)( ≡tX  устойчиво по 

Ляпунову. iVUH += ,  - линейно независимые. VU , VtUttX sss ⋅−⋅= ββ sincos)(Re  не 
стремится к нулю, асимптотической устойчивости нет. 
2) пусть существует , что *βi ( ) ** kIiArangn <−− β , тогда собственных векторов 
меньше, чем , тогда существует хоть один присоединенный вектор , существует 

, 

*k присH

( )приссобст
ti HHtetX +⋅=

*

)( β
11 iVUHсобст += , 22 iVUHприс += , тогда 

( ) ( )21
*

21
* sincos)(Re VtVtUtUttX +⋅−+⋅= ββ . (  - линейно-независимые, следовательно, 

 и ). Существуют моменты времени 
11,VU

01 ≠U 01 ≠V +∞→nt , что , 
следовательно,  при 

1cos,0sin ** == nn tt ββ
∞→)(Re ntX +∞→nt  - неограниченно вправо, следовательно, 

 даже не устойчиво по Ляпунову. 0)( ≡tX
 
Замечание: (критерий Раусса - Гурвица) 

01
10 >⋅⋅⋅++ −

n
nn aaa λλ ,  0, 0 >∈ aRa j

1) если каждая 0Re <jλ , то каждая 0  - необходимое условие. >ja

2) Строим определитель Гурвица: 

na

aaaaaa
aaaa

aa

00000000

00
0000
000000

012345

0123

01

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

. Каждый 

главный минор должен быть положителен 0Re <∀⇔ jλ . 
 

Метод функций Ляпунова. 
 

(1)  и существуют все )(),( ЦCXtFX ∈=
•

( )ЦCXt
x
f

j

i ∈
∂
∂ ),( . 

( ){ }0,,|),( 1 ><+∞∈∈= + RXatRXtЦ n .  - решение (1). ( +∞≡⇔≡ ,,0)(0)0,( atXtF
t

)
( )( )RBCXV <∈ ,0)( 1 , ( ) ( )ωα ,,tX  - непродолжаемое решение. ( )( )ωαυ ,)())(( 1CttXV ∈= . 

( )))(,()),(())(,())(()())(())(()(
11

tXtFtXVgradtXtftX
x
Vt

dt
dxtX

x
VtXV

dt
dt

dt
d

i

n

i i

i
n

i i

=⋅
∂
∂

=⋅
∂
∂

== ∑∑
==

υ . 

Вводим ( )),(),(),( XtFXVgradXtV =
•

.  - полная производная функции 
 в силу системы (1), - функция Ляпунова. 

( )ЦCXtV ∈
•

),(
)(XV )(XV
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Свойства: 

1) V , 2) строится прямо по  и )  без знания решения системы, 3) 0)0,( =
•

t ) ,( XtF(XV

0
|)),,((),( 0000 ttXttXV

dt
dXtV =

•

=  - скорость изменения в момент функции Ляпунова вдоль 

решения, проходящего через ( ). 

0t

00 , Xt
 

Пусть оказалось, что , 
следовательно,  строго убывает, т.е. 

 при . 

. 

0

)

,0),( ≠<
•

XXtV
)(XV

))(())(( 0tXVtXV < 0tt >

( ) 0),(),(),( <=
•

XtFXVgradXtV
Идея метода функции Ляпунова – получать 
информацию о решении с помощью без 
знания самого решения. 

(XV

 
 
Теорема 1: (устойчивость по Ляпунову) 

( )( ) 00)(,0)0(:,0)( 1 ≠>=<∈ XприXVVRBCXПусть V  и пусть оказалось, что 

, тогда 0[ ) RXXtV <+∞≤
•

||||,,,0),( τ )( ≡tX  устойчиво по Ляпунову. 
 
Лемма: в условиях теоремы 1 для каждого Rr <<0  существует rr << )(0 σ , что если 

( )rσξ < , то ( ) +∞=ξτω ,  и при этом [ )+∞< ,,,,( τξτ rtX . 

Доказательство: { }rXRXS n
r =∈= |  - компакт в nR . 

0)()()(min * >==
∈

rmXVXV
rSX

, следовательно,  при )()( rmXV ≥ rX = ,  и 

непрерывна, следовательно, по 0

0)0( =V

)( >= rmε  существует ( ) rrm << )(0 δ , что из 
( )(rmX δ< ) следует, что )()( rmXV ≤ . В качестве )(rσ  годится ( )(rm )δ , т.е. из 

( ) 0,)()( ≠=< ξδσξ rmr  следует, что [ ) ξξτττξτ =+∞ ),,(:,),,,( XtX , rtX <),,( ξτ . 

Пусть ( )(rmδξ < ) , обозначим ( )[ )ξτωτξτ ,,),(),,( tXtX ≡ . . 0)(,0)())(( ≠>= tXttXV υ

( )[ )ξτωτυ ,,,0))(,())(()( ∈≤==
•

ttXtVtXV
dt
dt

dt
d . Т.к. )()())(()( rmVXV <== ξττυ  и )(tυ  

не растет, то  ( )[ )ξτωτυ ,,),()())(( rmttXV <= . 
От противного: пусть существует ( )ξτωτ ,~ << t , 
что rtX ≥)~( . [ )( ) rXCtX <=∈ ξτωτ )(,,)( , 
следовательно, по теореме Коши, существует 

tt ~* ≤<τ , что rtX =)( * . Тогда 

. Противоречие, 
следовательно, 

)()())(( ** rmttXV ≥=υ
( )[ )ξτωτ ,,,)( rtX < . Покажем, 

что ( ) +∞=ξτω , . От противного. Пусть ( ) +∞<ξτω , . Строим 
( )[ ]{ }rXtXt ≤∈=Γ ,,,|),( ξτωτ  - замкнутое ограниченное множество, содержащееся в 
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)(RЦ . По теореме о покидании компакта следует, что существует ( )ξτωτ ,<< +t , что 
( ) [ ] ( )[ ) [ )ωξτωτω ,,)(,,,,)(, ++ ∈>⇒⊂Γ∉ ttrtXttXt  противоречие, следовательно, 

( ) +∞=ξτω , . 
 
Из леммы следует доказательство теоремы об устойчивости по Ляпунову. (Проверить!) 
 
Теорема 2: асимптотическая устойчивость. Пусть существует  , 

, что , где 
, 

( )( )RBCXV <∈ ,0)( 1

00)(,0)0( ≠>= XприXVV [ ) RXXWXtV <+∞−≤
•

||||,,),(),( τ
)),0(()( RBCXW <∈ 0,0)(,0)0( ≠>= XXWW ,  - подпорка, тогда )(XW 0)( ≡tX  

асимптотически устойчиво. 

Доказательство: , следовательно, по теореме 1 устойчиво по 
Ляпунову. Надо 

0)(),( ≤−≤
•

XWXtV
( ) 0>τρ , что из ( )τρξ <  следует, что +∞→→ ttX ,0),,( ξτ . Фиксируем 

, тогда по лемме существует , что из Rr <<
_

0
__

)(0 rr <<σ )(
_
rσξ <  следует, что 

( ) +∞=ξτω ,  и 
_

),,( rtX <ξτ . В качестве ( )τρ  годится ) , т.е. надо из (
_
rσ )(

_
rσξ <  

получить, что 0),,( →ξτtX при +∞→t . Пусть [ )+∞≠<< ,,0)(),(0
_

τσξ tXr , 

следовательно, [ )( )+∞∈= ,)())(( 1 τυ CttXV , 0))(())(,())(()( <−≤==
•

tXWtXtVtX
dt
dtv

dt
d υ , 

следовательно, )(tυ  строго монотонно убывает на [ )+∞,τ . Возможны два случая: 
1) существует , что  0>h +∞→→ tht ,)(υ
2) . +∞→→ tt ,0)(υ

Докажем, что 1) быть не может. От противного. Пусть 0)( >→ htυ  , следовательно, 
, но из непрерывности функции Ляпунова в нуле по  существует [ )+∞> ,,)( τυ ht 0>h

( )hβ<0  , что из ( )hX β< следует, что hXV <)( , следовательно, ( )
_

)(0 rtXh <≤< β . 

Строим })(0|{
_
rXhX ≤≤<=Γ β  компактно в nR . 

Существует 0)(,..,0)()(min *** ≠≥Γ∈>=
Γ∈

hXXктXWXW
X

β . Следовательно, 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )*,)( XWtXWtXtVtXV
dt
dt

dt
d

−≤−≤==
•

υ . Отсюда следует, что −∞→)(tυ  при 

, но +∞→t ht >)(υ . Противоречие, поэтому, 1) нет, остается 2) 
. Отсюда  следует, что   (Проверить!) +∞→→= tttXV ,0)())(( υ +∞→→ ttX ,0)( .

 
Лемма: (об оценке решения) 

RaAXX ij ∈=
•

, . Пусть каждое αλ <jRe , тогда существует , общая для всех 

начальных , что 

0>M
nR∈ξ [ )+∞∈≤ ,0,),0,( teMtX tαξξ . 

Доказательство: из αλ <∀ jRe  следует, что существует 0>γ , что γαλ −≤∀ jRe . 

Существует базис , где ( ))()...()( 1 tXtXtФ n= { } { }01,)( ,0
1

,1, ∪∈≥−++⋅⋅⋅+= NsnPtPtPetX jjj
s

js
t

j
j

j

jλ . 
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∑
=

≤
j

j

s

k

k
jk

t
j tPetX

0
,

Re )()( λ . Очевидно, 0, >≤ PP jk , где jkjk
PP ,,

max= , следовательно, 

{ }1)( 21Re +⋅⋅⋅++⋅⋅≤ −− nnt
j ttPetX jλ , γαλ −≤jRemax , следовательно, 

{ }1)( 21 +⋅⋅⋅++⋅⋅≤ −−⋅−⋅ nntt
j ttPeetX γα . Существует ( ){ }1max0~ 21

0
+⋅⋅⋅++=> −−−

≥

nnt

t
tteM γ , 

MPetX t
j

~)( ⋅⋅≤⇒ ⋅α . 

t
n

j
j eMPntXt ⋅

=

⋅⋅⋅≤≤Φ ∑ α~)()(
1

2
. CttX ⋅Φ= )(),0,( ξ , тогда , 

следовательно, 

ξ)0(1−Φ=C

)0(~,)0(~)0()(),0,( 111 −⋅⋅−− Φ⋅⋅⋅=⋅⋅≤⋅⋅Φ⋅⋅⋅≤⋅Φ⋅Φ≤ MPnMeMeMPnttX tt αα ξξξξ  

Лемма: основное свойство решений автономной системы. 

(1)  не пустое, значная вектор функция. nRDXXFX ⊂∈=
• ~),(  - nRXF −)(

 Пусть )  и , тогда: 1) 1(,),( >∈< batX Rc∈ )1(,),()(~ >∈−−<+= cbcactXtX , 2) если 

( )ωα ,),(tX  - непродолжаемое решение, то >−−<+= ccctXtX ωα ,),()(~  тоже 

непродолжаемое решение. 

Доказательство:  

1) ))(~())((1)())(()(~ tXFctXFctXctX
dt
dtX

dt
d

=+=⋅+=+=
•

. 

2) Проверить! (От противного, с использованием 1).) 

 

Квадратичная функция Ляпунова для линейных систем. 
(1) .  RaAXX ij ∈=

•

,
Лемма: Пусть каждая 0Re <jλ , тогда существует ),()( XSXXV = ; 

2
),(:0,0)(,, XXtVXXVRsSS Aij

t −=≠>∈=
•

. 

Доказательство: из 0Re <jλ  следует, что существует 0>α , что . αλ <∀ jRe

0,),,( ≥⋅⋅≤ ⋅− texMxotX tα , следовательно, 0,),,( 2222
≥⋅⋅≤ ⋅⋅− texMxotX tα . В 

качестве )  возьмем: (xV 0)0(,0,0)(),0,()(
0

2
=≠>⇒= ∫

∞

VxxVdtxtXxV . 

Строим . n
jn RtXEtXtXt ∈=Φ=Φ )(,)0()),(),...(()( 1

0,)0()( ≥⋅=⋅⋅≤ ⋅−⋅− teMeXMtX tt
jj

αα . xtxtX ⋅Φ= )(),0,( , тогда 

. ( ) ( ) ( )∫ ∫∫
∞ ∞∞

=ΦΦ=ΦΦ=
0 00

,)(~,)()()(,)()( dtxxtSdtxxttdtxtxtxV t )(~ tS  - симметрическая, т.е. 

)(~)(~ tStS t = , следовательно, ( )xxtS ,)(~  - квадратичная форма. 
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))(),(())()(()()()(~
,,,, tXtXttttts jijiji

t
ij =Φ⋅Φ=Φ⋅Φ= •••• . 

( ) 0,)()()(),()(~ 22 ≥≤⋅≤= ⋅− teMtXtXtXtXts t
jijiij

α , следовательно, существует 

. { } ∫∫
∞∞

ΦΦ====
0

/

0

)()(,,,)(~ dtttSSSsSsdtts t
ijijij

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ΦΦ===⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ∫∫ ∑∑ ∫∑ ∑

∞∞

==

∞

= =

xxdtttxSxxxsdtxxtsdtxxtsxV t
n

ji
jiij

n

ji
jiij

n

i
i

n

j
jij ,)()(),()(~))(~()(

00 1,1, 01 1
т.е. 

 - квадратичная форма. ( xSxxV ,)( = )

{ }

{ }

..,,(|,,(

,,(|,),,(|

)(,)(~)(

),,(,0,(||)),,((),(

2
0

2
000

2
00

2
00

0

2
00

0

2
000000

0

00

00

доказанаЛеммаxxttXxttX

duxtuX
dt
ddudsutsdsxttsX

dt
d

решениеsXеслисистемыавтономнойрешениеsXtsX

dsxttXsX
dt
dxttXV

dt
dxtV

tt

t
tttt

ttttA

−=−=−=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
===+=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=

=−=+=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

=

∞

=

∞

=

∞

==

•

∫∫

∫

 

 
Теорема об устойчивости по первому приближению. 

 

{ }

( ){ }0,,|,,0)(:0

0)(,0)0,(,),(),(),(),,(

0
><+∞∈=→>

≥<∃≡∈=
∂
∂

∃∈+=

→

×

•

RXatXtЦxXпри

xиatFRaAЦC
x
fЦCXtFXtFAXX

X

t

nnij
j

i

γ

γτ

 

0),(
),(

,,),(),(
1

≠≤⇔<+∞<≤≤ XX
X
XtF

RXtxXXtF γτγ , т.е )(),(
1

XoXtF =  

равномерно по t , тогда существует ) , при этом  1) если каждая Re,(,0)( +∞≡ atX 0<jλ , 
то 0  асимптотически устойчиво вправо. )( ≡tX
2) если существует хоть одна  0Re >jλ , то 0)( ≡tX  даже не устойчиво по Ляпунову. 
Доказательство: в качестве ),()( XSXXV = . 

( ) ( ) ( )
( ) ( )),(),(),(),(),(

),(),(),(),(),(),(
2

XtFXVgradXXtFXVgradXtV

XtFXVgradAXXVgradXtFAXXVgradXtV

AX

FAX

+−=+=

=+=+=
•

+

•

( ),)(21)(2),()(),(
222

XSXXXXSXXtFXVgradXXtV
t

FAX γγ
τ

⋅−−≤⋅⋅⋅+−≤⋅+−≤
≥

+

•

00)( →→ XприXно γ , следовательно, существует 
S

XRr
⋅

<<<
4

1)(:0 γ  при rX < , 

тогда )(
22

11),(
2

XXtV
t

FAX ⎜
⎝
⎛−≤

≥

+

• τ
2

XW
X

−=−=⎟
⎠
⎞− при rx < , следовательно, по теореме 2 

асимптотическая устойчивость. 
 
2) без доказательства. 
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Применение к устойчивости положения равновесия. 
 

(1)  - автономная система, )(XFX =
•

)~()( 1 DCXF ∈ , D~  открытое. 
( ){ }DXtXtD ~,,|),( ∈+∞∞−∈= . Пусть DXXF ~,0)( ** ∈= , тогда *X  положение 

равновесия автономной системы, ( ) )1(,,)( * ∈+∞∞−= XtX  - стационарное уравнение. 

Строим матрицу Якоби: A

x
f

x
f

x
f

x
f

XJ

XX
n

nn

n
=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂

⋅⋅
∂
∂

⋅⋅⋅⋅⋅⋅
∂
∂

⋅⋅
∂
∂

=

= *1

1

1

1

*)( . 

Теорема: 1) если каждая 0Re <jλ , то  асимптотически устойчиво вправо. *)( XtX =

2) если существует 0Re >jλ , то  даже не устойчиво по Ляпунову. *)( XtX =

Доказательство: , следовательно, 

получаем систему (2): , где 

))(())(()()()()( ** XtYFtXFtXtYtYXtX +===⇒=−
••

)~()()( *1* XDCYGXYFY −∈=+=
• { }DXYRYXD n ~|~ ** ∈+∈=− - открытое. 

( )
)2(0)(

,
∈≡

+∞−∞

tY . По формуле Тейлора получаем: )(~)()()( *** YFYXJXFXYF ++=+ , 

( )1
)(~ YoYF = , т.е. 0

)(~
)( →≡

Y
YF

Yγ  при 0→Y , находимся в условиях теоремы об 

устойчивости по первому приближению. Теорема доказана. 
 

Маятник в вязкой жидкости. 
 

0sin =++
•••

ϕϕϕ ba ,  - коэффициент вязкости, 0>a ),,(0 glmconstb =< . 

)(
)(

)(
tX

t

t
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

=

=
•

ωϕ

ϕϕ . .  - положение равновесия. )(
sin

XF
ab

≡
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
•

•

ωϕ
ω

ω

ϕ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

0
0

*

*
*

ω
ϕ

X

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

=
ab

XJ
10

)( * . ( ) 0
1

)(det * =
−−−

−
=−

λ
λ

λ
ab

IXJ . . , 

следовательно, по критерию Раусса – Гурвица все 0

02 =++ baλλ 0,0 >> ba

Re <jλ , следовательно, нулевое 
решение асимптотически устойчиво. 
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