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Êóðñ ¾Äîïîëíèòåëüíûå ãëàâû âûñøåé ìàòåìàòèêè¿

96 ÷àñîâ, ýêçàìåí, Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ = 100.

×àñòü 1. Îñíîâû âû÷èñëèòåëüíîé �èçèêè. 48 ÷àñîâ. Ìàêñèìàëüíîå

êîëè÷åñòâî áàëëîâ = 50.

◮
Ñåìèíàðû â òåðìèíàëüíûõ êëàññàõ.

◮
Ëåêöèè.

×àñòü 2. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. 48 ÷àñîâ. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî

áàëëîâ = 50.

◮
Ëåêöèè è ñåìèíàðû.

Íà èòîãîâóþ îöåíêó âëèÿåò

◮
Ïîñåùåíèå ëåêöèé è ñåìèíàðîâ

◮
�àáîòà íà ñåìèíàðàõ

◮
�åçóëüòàòû åæåíåäåëüíûõ êîíòðîëüíûõ ðàáîò

◮
�åçóëüòàòû ïðîìåæóòî÷íûõ ýêçàìåíîâ ïî 1 è 2 ÷àñòÿì êóðñà
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Ïðîãðàììà 1 ÷àñòè êóðñà

◮
×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé f (x) = 0.

Ïðèìåð:

Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

f (x) =
12

e2/x + 9
+ x − 1 = 0
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Ïðîãðàììà 1 ÷àñòè êóðñà

◮
Ïðèáëèæåííîå èíòåãðèðîâàíèå

∫ b

a
f (x)dx .

Ïðèìåð: Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫ 1

0

1 + e−(
x

1−x )
2

3x2 − 3x + 1
dx
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Ïðîãðàììà 1 ÷àñòè êóðñà

◮
Èíòåðïîëèðîâàíèå.

◮
×èñëåííîå äè��åðåíöèðîâàíèå.

◮
Ïðèáëèæåííîå èíòåãðèðîâàíèå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

◮
�åøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. A~x = ~b. A- ìàòðèöà
N × N , ~b-èçâåñòíûé âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè,

~x - íåèçâåñòíûé

âåêòîð.

◮
Çàäà÷à Êîøè äëÿ îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ äè��óçèè íà îòðåçêå.

Íàéòè ðåøåíèå T (x , t = tf ), x ∈ [a, b] óðàâíåíèÿ äè��óçèè

∂T

∂t
= D

∂2T

∂x2

+ íà÷àëüíîå óñëîâèå T (x , t = t0) = f (x)
+ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè x = a, x = b

D - êîý��èöèåíò äè��óçèè.
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Ëåêöèÿ 1. Ïðåäñòàâëåíèå ÷èñåë ñ ïëàâàþùåé

òî÷êîé.

Âîæàêîâ Èâàí Ñåðãååâè÷

Êà÷óëèí Äìèòðèé Èãîðåâè÷
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Äâîè÷íàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ. Öåëûå ÷èñëà.

Ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì 2. Â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ

÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ äâóõ ÷èñåë 0 è 1.

Öåëûå ÷èñëà:

±(an−1an−2 . . . a1a0)2 = ±

n−1∑
k=0

ak2
k

n - êîëè÷åñòâî çíàêîâ â ÷èñëå, ak - öè�ðû èç ìíîæåñòâà {0, 1},
k-ïîðÿäêîâûé íîìåð öè�ðû.

Ïðèìåð:

16 = 24, ò.å. n = 5, â äâîè÷íîé ñèñòåìå 100002
39 = 1 · 25 + 0 · 24 + 0 · 23 + 1 · 22 + 1 · 21 + 1 · 20, ò.å. â äâîè÷íîé
ñèñòåìå 1001112

64 32 16 8 4 2 1

1 0 0 1 1 1

+32 +0 +0 +4 +2 +1
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Äâîè÷íàÿ ñèñòåìà ñ÷èñëåíèÿ. Äðîáíûå ÷èñëà.

Äðîáíûå ÷èñëà:

±(an−1an−2 . . . a1a0,a−1a−2 . . . a−(m−1)a−m)2 = ±

n−1∑
k=−m

ak2
k

m - êîëè÷åñòâî çíàêîâ âäðîáíîé ÷àñòè ÷èñëà, ak - öè�ðû èç

ìíîæåñòâà {0, 1}, k-ïîðÿäêîâûé íîìåð öè�ðû.
Ïðèìåð:

0, 25 = 2−2
, ò.å. â äâîè÷íîé ñèñòåìå 0, 012

14, 625 = 1 · 23 + 1 · 22 + 1 · 21 + 0 · 20 + 1 · 2−1 + 0 · 2−2 + 1 · 2−3
, ò.å. â

äâîè÷íîé ñèñòåìå 1110, 1012

64 32 16 8 4 2 1 0.5 0.25 0.125

1 1 1 0 , 1 0 1

+8 +4 +2 +0 +0.5 +0 +0.125
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Ôîðìû ïðåäñòàâëåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

732, 17 = 73217, 0 · 10−2 = 7, 3217 · 102

×èñëî ñ �èêñèðîâàííîé çàïÿòîé

�èêñèðîâàííîå êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ íà öåëóþ è �èêñèðîâàííîå

êîëè÷åñòâî ðàçðÿäîâ íà äðîáíóþ ÷àñòè ÷èñëà

×èñëî ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ çàïèñü - ïðåäñòàâëåíèå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë â

âèäå ìàíòèññû è ïîðÿäêà. Óäîáíà ïðè ïðåäñòàâëåíèè î÷åíü áîëüøèõ

è î÷åíü ìàëûõ ÷èñåë, à òàêæå äëÿ óíè�èêàöèè èõ íàïèñàíèÿ.

N = M · np

N - çàïèñûâàåìîå ÷èñëî, M - ìàíòèññà, n - îñíîâàíèå ïîêàçàòåëüíîé

�óíêöèè, p -ïîðÿäîê (öåëîå).
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×èñëî ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé

Ïðåèìóùåñòâî èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ÷èñåë â �îðìàòå ñ

ïëàâàþùåé çàïÿòîé íàä ïðåäñòàâëåíèåì â �îðìàòå ñ

�èêñèðîâàííîé çàïÿòîé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü

ñóùåñòâåííî áîëüøèé äèàïàçîí çíà÷åíèé ïðè íåèçìåííîé

îòíîñèòåëüíîé òî÷íîñòè.

Ïðèìåð ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè:

Ôîðìàò ñ �èêñèðîâàííîé çàïÿòîé: 7 ðàçðÿäîâ â öåëîé ÷àñòè + 2

ðàçðÿäà â äðîáíîé. 9999999, 99 . . .0, 01

Ôîðìàò ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé: 7 ðàçðÿäîâ â ìàíòèññå + 2 ðàçðÿäà â

ïîêàçàòåëå ñòåïåíè (áåç ó÷åòà çíàêà). 9999999, ·1099 . . . 1, ·10−99
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Íîðìàëèçîâàííàÿ �îðìà çàïèñè âåùåñòâåííîãî ÷èñëà ñ

ïëàâàþùåé çàïÿòîé

Íîðìàëèçîâàííàÿ �îðìà - â êîòîðîé ìàíòèññà äåñÿòè÷íîãî ÷èñëà

ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 1 (âêëþ÷èòåëüíî) äî 10 (íå âêëþ÷èòåëüíî), à

ìàíòèññà äâîè÷íîãî ÷èñëà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 1 (âêëþ÷èòåëüíî)

äî 2 (íå âêëþ÷èòåëüíî).

Ïðèìåð (äåñÿòè÷íûå ÷èñëà):

1, 602176565 · 10−19
- ýëåìåíòàðíûé çàðÿä,

6, 02214129 · 1023 - ÷èñëî Àâîãàäðî.
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×èñëî îäèíàðíîé òî÷íîñòè

×èñëî îäèíàðíîé òî÷íîñòè - êîìïüþòåðíûé �îðìàò ïðåäñòàâëåíèÿ

âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, çàíèìàþùèé â ïàìÿòè 32 áèòà (4 áàéòà). Äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè èç âîñüìèðàçðÿäíîãî ïîëÿ ïîðÿäêà

âû÷èòàåòñÿ ñìåùåíèå ïîðÿäêà ðàâíîå 12710 = 011111112

Â ýòîì ïðèìåðå:

Çíàê s = 0 (ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî)
Ïîðÿäîê E = 011111002 − 12710 = 12410 − 12710 = −3
Ìàíòèññà M = 1.012 (ïåðâàÿ åäèíèöà íå ÿâíàÿ)
Â ðåçóëüòàòå íàøå ÷èñëî

F = 1.012e − 3 = 2−3 + 2−5 = 0, 125 + 0, 03125 = 0, 15625
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×èñëà äâîéíîé òî÷íîñòè

×èñëî äâîéíîé òî÷íîñòè - êîìïüþòåðíûé �îðìàò ïðåäñòàâëåíèÿ

âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, çàíèìàþùèé â ïàìÿòè 64 áèòà (8 áàéòà). Äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè èç âîñüìèðàçðÿäíîãî ïîëÿ ïîðÿäêà

âû÷èòàåòñÿ ñìåùåíèå ïîðÿäêà ðàâíîå 102310 = 01111111112

Çíàê: 0- ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, 1 - îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.
Îêîí÷àòåëüíîå çíà÷åíèå ÷èñëà ðàâíÿåòñÿ

±çíàê · (1 + ìàíòèññà/252) · 2ïîðÿäîê−1023
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Çàäàíèå 1

Ìàøèííûì ε íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñëî, ÷òî 1 + ε/2 = 1, íî 1 + ε 6= 1.
Íàéòè ìàøèííîå ε, ÷èñëî ðàçðÿäîâ â ìàíòèññå, ìàêñèìàëüíóþ è

ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíè, ïðè âû÷èñëåíèÿõ ñ îäèíàðíîé è äâîéíîé

òî÷íîñòüþ.
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Ëåêöèÿ 2. ×èñëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé.

Ìåòîä áèñåêöèè, ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé,

ìåòîä Íüþòîíà.

Âîæàêîâ Èâàí Ñåðãååâè÷

Êà÷óëèí Äìèòðèé Èãîðåâè÷

1 /17



Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèé

Íå âñÿêîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ðåøåíî òî÷íî:

◮
Òðàíñöåíäåíòíûå óðàâíåíèÿ:

tg(x) = x

◮
Àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âûøå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè (Àáåëü,

�àëóà)

Íî çàäà÷à ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ðåøåííîé, åñëè ìîæíî íàéòè êîðåíü

óðàâíåíèÿ ñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ.

Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèé óðàâíåíèé (ìåòîä áèñåêöèè,

ïðîñòûõ èòåðàöèé, Íüþòîíà) ÿâëþòñÿ ìåòîäàìè óòî÷íåíèÿ êîðíåé.

Ò.å. íåîáõîäèìî çíàòü ïðèìåðíîå çíà÷åíèå êîðíÿ èëè èíòåðâàë [a, b],
â êîòîðîì ëåæèò óòî÷íÿåìûé êîðåíü óðàâíåíèÿ.

2 /17



Íàõîæäåíèå ïðèìåðíûõ çíà÷åíèé êîðíÿ óðàâíåíèé

Ïðèìåð. Íàéòè ïðèìåðíîå çíà÷åíèå êîðíÿ óðàâíåíèÿ:

f (x) =
12

e2/x + 9
+ x − 1 = 0

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

y

x

f(x)

f(x*)=0

x*

Ïðèìåðíîå çíà÷åíèå êîðíÿ x ≈ 0.65. Èíòåðâàë, â êîòîðîì ëåæèò

êîðåíü [0.6, 0.7].
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Èíòåðâàë èçîëÿöèè êîðíÿ

Òåîðåìà (Áîëüöàíî-Êîøè î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè)

Ïóñòü �óíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b], ïðè÷åì f (a) 6= f (b).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ÷èñëà C , çàêëþ÷åííîãî ìåæäó f (a) è f (b)
íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà γ ∈ (a, b), ÷òî f (γ) = C .

Ñëåäñòâèå: Åñëè �óíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà íåêîòîðîì îòðåçêå [a, b] è
íà êîíöàõ ýòîãî îòðåçêà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ïðîòèâîïîëîæíûõ

çíàêîâ f (a) · f (b) < 0, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà γ ∈ (a, b) â êîòîðîé
f (γ) = 0.

Åñëè èíòåðâàë [a, b] íàñòîëüêî ìàë, ÷òî â íåì ëåæèò â òî÷íîñòè îäèí

êîðåíü, òî îí ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì èçîëÿöèè êîðíÿ.
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Èíòåðâàë èçîëÿöèè êîðíÿ

Óñëîâèÿ, ÷òî êîðåíü óðàâíåíèÿ f (x) = 0 ñîäåðæèòñÿ â èíòåðâàëå

[a, b] è äðóãèõ êîðíåé â ýòîì îòðåçêå íåò:

1. Ôóíêöèÿ f (x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a, b] âìåñòå ñî ñâîèìè
ïðîèçâîäíûìè ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ.

2. Çíà÷åíèå �óíêöèè f (x) íà êîíöàõ îòðåçêà [a, b] èìåþò ðàçíûå
çíàêè: f (a) · f (b) < 0

3. Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå f ′(x) è f ′′(x) ñîõðàíÿþò
îïðåäåëåííûé çíàê íà âñåì îòðåçêå.
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Ìåòîä äåëåíèÿ îòðåçêà ïîïîëàì (ìåòîä áèñåêöèè)

f(x)

a bc c
c

00 01

2

1. Èíòåðâàë èçîëÿöèè êîðíÿ [a0, b0].
Ñåðåäèíà îòðåçêà c0 =

a0+b0
2 .

Ò.ê. f (c0) · f (b0) < 0, òî a1 = c0,

b1 = b0.

2. Èíòåðâàë èçîëÿöèè êîðíÿ [a1, b1].
Ñåðåäèíà îòðåçêà c1 =

a1+b1
2 .

Ò.ê. f (c1) · f (a1) < 0, òî a2 = a1,

b2 = c1.

3. Èíòåðâàë èçîëÿöèè êîðíÿ [a2, b2].
Ñåðåäèíà îòðåçêà c2 =

a2+b2
2 .

Ò.ê. f (c2) · f (a2) < 0, òî a3 = a2,

b3 = c2.

4. . . .

Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè êîðåíü ñ òî÷íîñòüþ ǫ, äåëåíèå ïðîäîëæàåòñÿ

ïîêà äëèíà îòðåçêà > 2ǫ
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Ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ìåòîäà áèñåêöèè

Ïðåèìóùåñòâà:

◮
Ìåòîä ïðîñò è íàäåæåí: ê ïðîñòîìó êîðíþ ñõîäèòñÿ äëÿ ëþáûõ

íåïðåðûâíûõ �óíêöèé f (x), â òîì ÷èñëå íåäè��åðåíöèðóåìûõ

◮
Òî÷íîñòü ìåòîäà ãàðàíòèðóåòñÿ

Íåäîñòàòêè:

◮
Íèçêàÿ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè - çà îäíó èòåðàöèþ òî÷íîñòü

óâåëè÷èâàåòñÿ ïðèìåðíî âäâîå

◮
Åñëè íà îòðåçêå íåñêîëüêî êîðíåé, òî íåèçâåñòíî, ê êàêîìó

êîðíþ ñîéäåòñÿ ïðîöåññ

◮
Ìåòîä íåïðèìåíèì äëÿ íàõîæäåíèÿ êîðíåé ÷åòíîé êðàòíîñòè

◮
Äëÿ êîðíåé íå÷åòíîé âûñîêîé êðàòíîñòè ìåòîä ñõîäèòñÿ, íî

ìåíåå òî÷åí è õóæå óñòîé÷èâ ê îøèáêàì îêðóãëåíèÿ

âîçíèêàþùèõ ïðè âû÷èñëåíèÿõ f (x)
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Ìåòîä ïðîñòûõ èòåðàöèé

f (x) = 0 −→ ϕ(x) = x

012

y=φ(x)

y

0

1

2

1

Èíòåðâàë èçîëÿöèè êîðíÿ [a, b].
x0 ∈ [a, b] - íà÷àëüíîå (íóëåâîå)

ïðèáëèæåíèå.

x1 = ϕ(x0)
x2 = ϕ(x1)
x3 = ϕ(x2)

. . .

xn = ϕ(xn−1)

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . , xn . . . , èìååò ïðåäåë

limn→∞ xn = x∗, òî x∗ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ:

x∗ = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

ϕ(xn−1) = ϕ( lim
n→∞

xn−1) = ϕ(x∗)
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Ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé

Òåîðåìà

Ïóñòü èíòåðâàë [a, b] ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàëîì èçîëÿöèè êîðíÿ

óðàâíåíèÿ x = ϕ(x) è âî âñåõ òî÷êàõ ýòîãî èíòåðâàëà ïðîèçâîäíàÿ

ϕ′(x) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|ϕ′(x)| ≤ M < 1

Åñëè ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå a ≤ ϕ(x) ≤ b, òî èòåðàöèîííûé

ïðîöåññ ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì çà íóëåâîå ïðèáëèæåíèå x0 ìîæíî áðàòü

ëþáóþ òî÷êó èíòåðâàëà [a, b]
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Ïðèìåð ðàñõîäÿùåãîñÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà

0 1 2

y=φ(x)y

0

1

2

1
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Ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé

Ïðåèìóùåñòâà:

◮
Íå íàêàïëèâàþòñÿ îøèáêè âû÷èñëåíèé

◮
Ìåòîä ìîæåò áûòü îáîáùåí íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé

Íåäîñòàòêè:

◮
Äëÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

|ϕ′(x)| < 1 êàê ìèíèìóì âáëèçè êîðíÿ.
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Ìåòîä êàñàòåëüíûõ (Íüþòîíà)

Èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ f (x) = 0. Åñëè xn - íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå

ê êîðíþ x∗, à f (x) èìååò íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ, òî:

0 = f (x∗) = f (xn + (x∗ − xn)) = f (xn) + (x∗ − xn)f
′(ξ)

èìååì ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:

xn+1 = xn −
f (xn)

f ′(xn)

�åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë:

012

y

y=f(x)

1

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êå x0:

y = f (x0) + (x − x0)f
′(x0)

Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî êîðíÿ óðàâíåíèÿ

f (x) = 0 âûáèðàåòñÿ àáñöèññà òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ñ îñüþ 0x :

x1 = x0 −
f (x0)

f ′(x0)
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Óñëîâèå è ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà Íüþòîíà

×àñòíûé ñëó÷àé ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé ñ ϕ(x) = x − f (x)
f ′(x) .

Åñëè x∗ -p-êðàòíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ, òî âáëèçè êîðíÿ ϕ′(x∗) = p−1
p
,

ò.å. 0 ≤ ϕ′(x∗) < 1.
Åñëè íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå âûáðàíî áëèçêî ê êîðíþ, òî

íüþòîíîâñêèå èòåðàöèè ñõîäÿòñÿ. Ïðè ïðîèçâîëüíîì íà÷àëüíîì

ïðèáëèæåíèè ìåòîä ñõîäèòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ:

|f (x)f ′′(x)| < (f ′(x))2

Èòåðàöèè ñõîäÿòñÿ ê êîðíþ ñ òîé ñòîðîíû, ñ êîòîðîé f (x)f ′′(x) > 0.
Äëÿ êðàòíîãî êîðíÿ ñêîðîñòü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Äëÿ ïðîñòîãî êîðíÿ (ò.ê. x∗ − xn = ϕ(x∗)− ϕ(xn−1) è ϕ′(x∗) = 0):

xn − x∗ =
1

2
(xn−1 − x∗)2ϕ′′(ξ), ξ ∈ (xn−1, x

∗)

Ïîãðåøíîñòü î÷åðåäíîãî ïðèáëèæåíèÿ ≈ êâàäðàòó ïîãðåøíîñòè

ïðåäûäóùåãî.
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Ïðåèìóùåñòâà è íåäîñòàòêè ìåòîäà Íüþòîíà

Ïðåèìóùåñòâà:

◮
Áûñòðàÿ ñõîäèìîñòü ìåòîäà (îñîáåííî äëÿ ïðîñòûõ êîðíåé)

◮
Ìåòîä ìîæåò áûòü îáîáùåí íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé

Íåäîñòàòêè:

◮
Íåîáõîäèìî çíàòü íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ êîðíÿ.

◮
Íåîáõîäèìî çíàòü ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ f ′(x). (Óñòðàíåòñÿ
ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ñåêóùèõ)
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Ñïîñîá Íüþòîíà äëÿ ñèñòåì óðàâíåíèé

Íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèå íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé f(x) = 0
èëè

fk (x1, x2, . . . , xn) = 0 1 ≤ k ≤ n

Åñëè èçâåñòíî íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå x
(n)

ê êîðíþ x
∗
, òî ââîäÿ

ïðèðàùåíèå ∆x = x
∗ − x

(n)

f(x(n) +∆x) = 0 ⇒
n

∑

i=1

∂fk(x
(n))

∂xi
∆x

(n)
i = −fk((x

(n))), 1 ≤ k ≤ n

ò.å. ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà ∆x
(n) = x

(n+1) − x
(n)
.

Â ìàëîé îêðåñòíîñòè êîðíÿ èòåðàöèè ñõîäÿòñÿ, åñëè det[ ∂f∂x ] 6= 0,
ïðè÷åì ñõîäèìîñòü êâàäðàòè÷íàÿ
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Ïðèìåð ðåøåíèÿ ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé

{

f (x , y) = 0

ϕ(x , y) = 0

Ïóñòü x0, y0 - íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ, ïîïðàâêè h è k :

x∗ = x0 + h,y∗ = y0 + k .

�àçëàãàÿ â ðÿä Òåéëîðà, èìååì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé íà

ïîïðàâêè h1 = x1 − x0 è k1 = y1 − y0:







f (x0, y0) + h1
(

∂f
∂x

)

0
+ k1

(

∂f
∂y

)

0
= 0

ϕ(x0, y0) + h1

(

∂ϕ
∂x

)

0
+ k1

(

∂ϕ
∂y

)

0
= 0

Ïîïðàâêà íà n-îì øàãå:











hn+1 = xn+1 − xn =
f ′(n)y ϕ(n)

−ϕ′(n)
y f (n)

f
′(n)
x ϕ

′(n)
y −f

′(n)
y ϕ

′(n)
x

kn+1 = yn+1 − yn =
ϕ′(n)

x f (n)−f ′(n)x ϕ(n)

f
′(n)
x ϕ

′(n)
y −f

′(n)
y ϕ

′(n)
x
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Çàäàíèå 2

�åøèòü óðàâíåíèå

f (x) =
12

e2/x + 9
+ x − 1 = 0

ìåòîäàìè äåëåíèÿ ïîïîëàì, ïðîñòûõ èòåðàöèé, Íüþòîíà.
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Ëåêöèÿ 3. Èíòåðïîëèðîâàíèå.

Èíòåðïîëÿöèîííûå �îðìóëû Ëàãðàíæà è

Íüþòîíà. Òî÷íîñòü èíòåðïîëÿöèîííûõ �îðìóë.

Âîæàêîâ Èâàí Ñåðãååâè÷

Êà÷óëèí Äìèòðèé Èãîðåâè÷
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Ïîíÿòèå îá èíòåðïîëèðîâàíèè

Ïîñòðîåíèå àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ �óíêöèè ïî åå òàáëèöå

çíà÷åíèé è íàõîæäåíèå ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèé.

Ïóñòü y(x) - íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíà ëèøü

òàáëèöà åå çíà÷åíèé:



















y(x0) = y0

y(x1) = y1

. . . . . .

y(xn) = yn

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ:

◮
Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå

◮
Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå y(x) î÷åíü ñëîæíîå

F (x) - ëþáàÿ �óíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ â çàäàííûõ òî÷êàõ çàäàííûå
çíà÷åíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî �óíêöèé F (x).
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Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Çàäà÷à ïàðàáîëè÷åñêîé èíòåðïîëÿöèè:

Äëÿ äàííûõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé x = x0, x1, . . . , xn è y = y0, y1, . . . , yn
íàéòè ìíîãî÷ëåí F (x) ñòåïåíè n, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:



















F (x0) = y0

F (x1) = y1

. . . . . .

F (xn) = yn

Òî÷êè x = x0, x1, . . . , xn - óçëû èíòåðïîëÿöèè, F (x) -
èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí, Ôîðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ F (x) -
èíòåðïîëÿöèîííûå �îðìóëû.
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Èíòåðïîëÿöèîííàÿ �îðìóëà Ëàãðàíæà

Èùåì F (x) â âèäå ïîëèíîìà n-îé ñòåïåíè ñ íåèçâåñòíûìè

êîý��èöèåíòàìè a0, . . . , an:

F (x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · ·+ anx

n

Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ



















F (x0) = y0

F (x1) = y1

. . . . . .

F (xn) = yn

èìååì ñèñòåìó n + 1 óðàâíåíèé ñ n + 1 íåèçâåñòíûìè. �åøèâ åå,

ïîëó÷àåì èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí F (x).
Ïðèìåð:

x0 = 0, x1 = 1, x2 = 2 è y0 = 1, y1 = 1, y2 = 3.
Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí F (x) = 1− x + x2
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Èíòåðïîëÿöèîííàÿ �îðìóëà Ëàãðàíæà

Âûðàæåíèå äëÿ ìíîãî÷ëåíà, ïðèíèìàþùåãî â òî÷êå x = xj
çíà÷åíèå yj è îáðàùàþùåãîñÿ â íóëü äëÿ çíà÷åíèé

x = xi (i = 0, 1, . . . , n, i 6= j):

Fj (x) =
(x − x1)(x − x2) . . . (x − xj−1)(x − xj+1) . . . (x − xn)

(xj − x1)(xj − x2) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xn)
yj

Èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì â �îðìå Ëàãðàíæà:

F (x) =

n
∑

j=0

Fj(x)

=

n
∑

j=0

(x − x1)(x − x2) . . . (x − xj−1)(x − xj+1) . . . (x − xn)

(xj − x1)(xj − x2) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xn)
yj
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Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

Ïóñòü R(x) òîæå ðåøåíèå, ò.å. ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n, ïðèíèìàþùèé â

çàäàííûõ òî÷êàõ çàäàííûå çíà÷åíèÿ. Òîãäà F (x)− R(x) ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè íå âûøå n, èìåþùèé n + 1 êîðåíü. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

F (x) − R(x) ≡ 0 ò.ê. ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n íå ìîæåò èìåòü

n + 1 êîðíåé.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé x0, x1, . . . , xn, ñðåäè êîòîðûõ

íåò ñîâïàäàþùèõ, è ëþáûõ çíà÷åíèé y0, y1, . . . , yn ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí F (x) ñòåïåíè n, ïðèíèìàþùèé â çàäàííûõ

òî÷êàõ çàäàííûå çíà÷åíèÿ, ò.å. óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

F (xi ) = yi (i = 0, 1, . . . , n)
Ïðèìåðû. n = 1 (ïðÿìàÿ):

F (x) =
x − b

a− b
y0 +

x − a

a− b
y1

n = 2 (ïàðàáîëà):

F (x) =
(x − b)(x − c)

(a − b)(a− c)
y0 +

(x − a)(x − c)

(b − a)(b − c)
y1 +

(x − a)(x − b)

(c − a)(c − b)
y2
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�àçäåëåííûå ðàçíîñòè

Îïðåäåëèì ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

y(xi , xj) =
yi − yj

xi − xj
,

y(xi , xj , xk) =
y(xi , xj)− y(xj , xk )

xi − xk
,

y(xi , xj , xk , xm) =
y(xi , xj , xk)− y(xj , xk , xm)

xi − xm
. . . . . . . . .

Ïðèìåð ñ 4 óçëàìè:

x0 y0
y(x0, x1)

x1 y1 y(x0, x1, x2)
y(x1, x2) y(x0, x1, x2, x3)

x2 y2 y(x1, x2, x3)
y(x2, x3)

x3 y3
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Èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí â �îðìå Íüþòîíà

Èùåì ìíîãî÷ëåí n - îé ñòåïåíè â âèäå:

F (x) = a0+a1(x−x0)+a2(x−x0)(x−x1)+· · ·+an(x−x0)(x−x1) . . . (x−xn−1)

Îïðåäåëèì êîý��èöèåíòû:

y0 = F (x0) = a0,

y1 = F (x1) = y0 + a1(x1 − x0) ⇒ a1 =
y1 − y0

x1 − x0
= y(x0, x1)

y2 = F (x2) = y0 +
y1 − y0

x1 − x0
(x2 − x0) + a2(x2 − x0)(x2 − x1) ⇒

⇒ a2 =
1

x2 − x0

(

y2 − y1

x2 − x1
−

y1 − y0

x1 − x0

)

= y(x0, x1, x2)
. . . . . . . . .

Ôîðìóëà Íüþòîíà:

F (x) = y0 + y(x0, x1)(x − x0) + y(x0, x1, x2)(x − x0)(x − x1) + . . .

. . . + y(x0, x1, . . . , xn)(x − x0)(x − x1) . . . (x − xn−1)
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Çàäàíèå 3

Ïðîâåñòè èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì F (x) ÷åðåç òî÷êè

xi =
iπ

4n
, yi = sin(xi ), i = 0, . . . , n n = 4

Íàðèñîâàòü ãðà�èê F (x)− sin(x).
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Ëåêöèÿ 4. Ïðèáëèæåííîå èíòåãðèðîâàíèå.

Ìåòîäû ïðÿìîóãîëüíèêîâ, òðàïåöèé.

Ôîðìóëà Ñèìïñîíà. Òî÷íîñòü �îðìóë

÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Âîæàêîâ Èâàí Ñåðãååâè÷

Êà÷óëèí Äìèòðèé Èãîðåâè÷
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Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü îïðåäåëåííûé èíòåãðàë:

I =

∫ b

a

f (x)dx

◮
Ïåðâîîáðàçíàÿ �óíêöèè f (x) íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè

◮
Âûðàæåíèå äëÿ ïåðâîîáðàçíîé ñëèøêîì ñëîæíîå.

◮
Ôóíêöèÿ f (x) çàäàíà òàáëèöåé.

Ïðèìåð: Âû÷èñëèòü èíòåãðàë

∫ 1

0

1 + e−(
x

1−x )
2

3x2 − 3x + 1
dx

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

-0.5  0  0.5  1  1.5

y

x

f(x)
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Êâàäðàòóðíàÿ �îðìóëà

I =

∫ b

a

f (x)dx

Çàìåíèì f (x) íà àïïðîêñèìèðóþùóþ �óíêöèþ ϕ(x), äëÿ êîòîðîé
èíòåãðàë ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ. ϕ(x) - èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí.

f (x) =

n
∑

i=0

f (xi )ϕi (x) + r(x)

xi - óçëû, r(x) - îñòàòî÷íûé ÷ëåí àïïðîêñèìàöèè.

I =
n

∑

i=0

ci f (xi ) + R , ci =

∫

b

a

ϕi (x)dx , R =

∫

b

a

r(x)dx

ci - âåñà, R - ïîãðåøíîñòü èëè îñòàòî÷íûé ÷ëåí �îðìóëû.
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Ôîðìóëà ñðåäíèõ

Çàìåíèì ïîäûíòåãðàëüíóþ �óíêöèþ íà êîíñòàíòó f (x̄) íà èíòåðâàëå
[a, b], ãäå x̄ = (a + b)/2:

I =

∫

b

a

f (x)dx ≈ (b − a)f

(

a+ b

2

)

Îöåíêà ïîãðåøíîñòè:

f (x) = f (x̄) + (x − x̄)f ′(x̄) + (x − x̄)2f ′′(x̄)/2 + . . .

R =

∫

b

a

f (x)dx − (b − a)f (x̄) ≈
1

24
(b − a)3f ′′(x̄)
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Îáîáùåíèå �îðìóëû ñðåäíèõ

Íà ïîäðîáíîé ñåòêå a = x0 < x1 < · · · < xn = b ñ èçâåñòíûìè

çíà÷åíèÿìè f (x) â ñåðåäèíå êàæäîãî èíòåðâàëà:

I ≈

n
∑

i=1

(xi−xi−1)f (x̄i ), R ≈
1

24

n
∑

i=1

(xi−xi−1)
3f ′′(x̄i ), x̄i =

xi + xi−1

2

�àâíîìåðíàÿ ñåòêà: h = (b − a)/n, óçëû xi = a+ ih/2, i = 0, 1, . . .n:

I ≈ h

n
∑

i=1

fi , R ≈
h2

24

∫ b

a

f ′′(x)dx , fi = f (xi )
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Ôîðìóëà òðàïåöèé

Çàìåíèì f (x) íà ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà ïåðâîé ñòåïåíè. Óçëû x0 = a,

x1 = b, y0 = f (a), y1 = f (b).

ϕ(x) =
x − b

a− b
f (a) +

x − a

b − a
f (b)

Òîãäà

I =

∫

b

a

f (x)dx ≈
f (a) + f (b)

2
[b − a]

Îñòàòî÷íûé ÷ëåí r(x):

r(x) =
f ′′(ξ)

2
(x − a)(x − b)

ãäå ξ ∈ [a, b]. Ïîãðåøíîñòü �îðìóëû òðàïåöèé:

R =

∫

b

a

r(x)dx = −
f ′′(ξ)

12
(b − a)3
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Îáîáùåííàÿ �îðìóëà òðàïåöèé

�àçîáüåì îòðåçîê [a, b] íà n ÷àñòåé: a = x0 < x1 < · · · < xn = b.

I =

∫ b

a

f (x)dx ≈
1

2

n
∑

i=1

(xi − xi−1)(fi + fi−1)

R ≈ −
1

12

n
∑

i=1

(xi − xi−1)
3f ′′(ξi )

�àâíîìåðíàÿ ñåòêà: h = (b − a)/n, óçëû xi = a+ ih, i = 0, 1, . . .n:

I =

∫ b

a

f (x)dx ≈ h(
1

2
f0 + f1 + · · ·+

1

2
fn)

R ≈ −
1

12

n
∑

i=1

h3f ′′(ξi ) ≈ −
1

12
h2

∫ b

a

f ′′(x)dx

Ìàæîðàíòíàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè:

|R | ≤
b − a

12
h2M2, M2 = max |f ′′(ξ)|, ξ ∈ [a, b]
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Ôîðìóëà Ñèìïñîíà

Çàìåíèì f (x) íà èíòåðâàëå [a, b] íà ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà âòîðîé
ñòåïåíè. Óçëû x0 = a, x1 = (a+ b)/2, x2 = b Îöåíêà èíòåãðàëà ïî

�îðìóëå Ñèìïñîíà:

I =

∫ b

a

f (x)dx ≈
b − a

6

[

f (a) + 4f

(

a+ b

2

)

+ f (b)

]

Îöåíêà ïîãðåøíîñòè �îðìóëû Ñèìïñîíà:

R ≤
(b − a)5

2880
M4, M4 = max |f (IV )(ξ)|, ξ ∈ [a, b]
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Îáîáùåíèå �îðìóëû Ñèìïñîíà

Äëÿ áîëåå òî÷íîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ðàçîáüåì îòðåçîê [a, b] íà
N = 2n ÷àñòåé. h = (b − a)/N , xi = a+ ih, i = 0, 1, . . . ,N = 2n.

I =

∫ b

a

f (x)dx ≈
h

3

[

f (x0) + 2

n−1
∑

i=1

f (x2i ) + 4

n
∑

i=1

f (x2i−1) + f (xN)

]

=

=
h

3

N−1
∑

i=1,2

[f (xi−1) + 4f (xi ) + f (xi+1)]

Çäåñü èíäåêñ i = 1, 2 îçíà÷àåò, ÷òî i ìåíÿåòñÿ îò 1 ñ øàãîì 2.

Ïîãðåøíîñòü ìåòîäà Ñèìïñîíà:

R ≤
(b − a)h4

180
M4, M4 = max |f (IV )(ξ)|, ξ ∈ [a, b]
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Ëåêöèÿ 5. ×èñëåííîå äè��åðåíöèðîâàíèå.

Ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå, çàäàííûå íà

ñåòêå.

Âîæàêîâ Èâàí Ñåðãååâè÷

Êà÷óëèí Äìèòðèé Èãîðåâè÷

1 /11



Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü k-óþ ïðîèçâîäíóþ y (k)(x).
Âîçìîæíûå òðóäíîñòè:

◮
Âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé y (k)(x) ñëèøêîì ñëîæíîå.

◮
Ôóíêöèÿ y(x) çàäàíà òàáëèöåé.

◮
�åøåíèå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðè ïîìîùè ðàçíîñòíûõ

ìåòîäîâ.

Âûõîä - ÷èñëåííîå äè��åðåíöèðîâàíèå.
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Ïîíÿòèå î ÷èñëåííîì äè��åðåíöèðîâàíèè

Àïïðîêñèìàöèÿ äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè y(x) ëåãêî
âû÷èñëÿåìîé �óíêöèåé ϕ(x).
�àññìîòðèì àïïðîêñèìàöèþ èíòåðïîëÿöèîííûì ìíîãî÷ëåíîì â

�îðìå Íüþòîíà.

Ïóñòü ξi = x − xi , xi - óçëû èíòåðïîëÿöèè, y(x0, x1, . . . , xk) -
ðàçäåëåííûå ðàçíîñòè.

ϕ(x) = y(x0)+ ξ0y(x0, x1)+ ξ0ξ1y(x0, x1, x2)+ ξ0ξ1ξ2y(x0, x1, x2, x3)+ . . .

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå �óíêöèè ϕ(x):

ϕ′(x) = y(x0, x1) + (ξ0 + ξ1)y(x0, x1, x2)+
+ (ξ0ξ1 + ξ0ξ2 + ξ1ξ2)y(x0, x1, x2, x3) + . . .

ϕ′′(x) = 2y(x0, x1, x2) + 2(ξ0 + ξ1 + ξ2)y(x0, x1, x2, x3) + . . .
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Ïîíÿòèå î ÷èñëåííîì äè��åðåíöèðîâàíèè

Îáùèé âèä k - îé ïðîèçâîäíîé �óíêöèè ϕ(x):

ϕ(k)(x) = k!

[

y(x0, x1, . . . , xk) +

(

k
∑

i=0

ξi

)

y(x0, x1, . . . , xk+1)+

+





i=k+1
∑

i>j≥0

ξiξj



 y(x0, x1, . . . , xk+2)+

+





i=k+2
∑

i>j>l≥0

ξiξjξl



 y(x0, x1, . . . , xk+3) . . . ]
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Ïðîñòûå ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ

Â ðàññìîòðåííûõ âûøå ðÿäàõ ìîæíî îñòàâëÿòü òîëüêî íåñêîëüêî

ñëàãàåìûõ. Îñòàâëÿÿ òîëüêî ïåðâûé ÷ëåí â ðÿäå èìååì:

y ′(x) ≈ y(x0, x1) =
y(x0)− y(x1)

x0 − x1
1

2
y ′′(x) ≈ y(x0, x1, x2) =

1

x0 − x2

[

y0 − y1

x0 − x1
−

y1 − y2

x1 − x2

]

1

k!
y (k)(x) ≈ y(x0, x1, . . . , xk) =

k
∑

p=0

yp

k
∏

i=0;i 6=p

1

(xp − xi )

Çàìå÷àíèå: �àññìàòðèâàåìûé ñëó÷àé ñïðàâåäëèâ è äëÿ

íåðàâíîìåðíûõ ñåòîê.
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Òî÷íîñòü âûðàæåíèé äëÿ ïðîèçâîäíûõ

Èññëåäóåì òî÷íîñòü âûðàæåíèé ïî îöåíêè ñêîðîñòè óáûâàíèÿ÷ëåíîâ

ðÿäà. Ïóñòü xi -èíòåðïîëÿöèîííûå óçëû, 0 ≤ i ≤ n è øàã ñåòêè ìàë.

Ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ k-îé ïðîèçâîäíîé ≈ ïåðâîìó

îòáðîøåííîìó ÷ëåíó ðÿäà. Ò.å.

R (k)
n (x) ∼ k!y(x0, x1, . . . , xn+1) ∼

k!

(n + 1)!
y (n+1)(x)

È ïðîïîðöèîíàëüíà ñóììå ïðîèçâåäåíèé ðàçëè÷íûõ ñîìíîæèòåëåé

ξi . Êàæäîå ïðîèçâåäåíèå ñîäåðæèò n + 1− k ñîìíîæèòåëåé è â

ñóììå C k
n+1 ñëàãàåìûõ. Òàêèì îáðàçîì,

R (k)
n (x) ≤

Mn+1

(n + 1− k)!
max |ξ1|

n+1−k , Mn+1 = max |y (n+1)|
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Îöåíêà ïîãðåøíîñòè äëÿ ðàâíîìåðíûõ ñåòîê

Ïðè ðàâíîìåðíîé ñåòêå max |ξi | < nh

R (k)
n (x) ≤ Mn+1

(

enh

n + 1− k

)n+1−k

= O(hn+1−k )

Ïîðÿäîê òî÷íîñòè �îðìóë ïî îòíîøåíèþ ê øàãó ñåòêè ðàâåí ÷èñëó

îñòàâëåííûõ â íåé ÷ëåíîâ èëè ðàâåí ÷èñëó óçëîâ èíòåðïîëÿöèè

ìèíóñ ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé

Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî óçëîâ ñåòêè äëÿ âû÷èñëåíèÿ k -îé ïðîèçâîäíîé

ðàâíî k + 1, ïðè ýòîì òî÷íîñòü ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî h.
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Ïîâûøåíèå òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ íà

ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ

Ïðè÷èíà ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè: îñòàòî÷íûé ÷ëåí �îðìóëû åñòü

ìíîãî÷ëåí

∑∏

(x − xi ) ñòåïåíè n + 1− k îòíîñèòåëüíî x . Åñëè x -

êîðåíü, òî ïîðÿäîê òî÷íîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó.

x
(p)
k - òî÷êè ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè. k - ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé,

p = n + 1− k - ÷èñëî îñòàâëåííûõ ÷ëåíîâ â �îðìóëå ïðîèçâîäíîé.

Ó îäíî÷ëåííîé �îðìóëû äëÿ k -îé ïðîèçâîäíîé òî÷êà ïîâûøåíèÿ

òî÷íîñòè íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ

∑

xi = 0

x
(1)
k =

x0 + x1 + · · ·+ xk

k + 1

Ïðèìåð îäíî÷ëåííûõ �îðìóë íà ðàâíîìåðíîé ñåòêå: öåíòðàëüíàÿ

ïåðâàÿ è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå:

y ′(x1) =
y2 − y0

2h
+ O(h2) y ′′(x1) =

y2 − 2y1 + y0

h2
+ O(h2)

Äëÿ äâó÷ëåííîé �îðìóëû - êâàäðàòíîå óðàâíåíèå.
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Ïîâûøåíèå òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ íà

ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ

Äëÿ p > 2-íå÷åòíîãî: Åñëè óçëû âûáðàíû òàê, ÷òî îíè ðàñïîëîæåíû

ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî òî÷êè x , òî x - ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç òî÷åê

ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. xi = x − xi ïîïàðíî îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, íî ðàçíûå

çíàêè. Îñòàòî÷íûé ÷ëåí

∑∏

ξi èìååò íå÷åòíóþ ñòåïåíü, ïðè çàìåíå

çíàêà ξi íå ìåíÿåò çíà÷åíèÿ (ïåðåíóìåðàöèÿ). Ò.å. îí íîëü.
Ïðèìåð. Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ÷åòûðåì óçëàì:

y ′
5/2 =

y0 − 27y1 + 27y2 − y3

24h
+ O(h4)

9 /11



Îöåíêà òî÷íîñòè �îðìóë ñ ïîìîùüþ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä

Òåéëîðà-Ìàêëîðåíà

xi - óçëû ðàâíîîòñòîÿùèå íà h. Ïðîâåðèì òî÷íîñòü �îðìóëû:

y ′′
i = y ′′(x1) =

yi+1 − 2yi + yi−1

h2
+ O(h2)

Ïóñòü y(x) èìååò íåïðåðûâíóþ ÷åòâåðòóþ ïðîèçâîäíóþ. Òîãäà

y(xi ± h) = y(xi±1) = yi ± hy ′
i +

h2

2
y ′′
i ±

h3

6
y ′′′
i +

h4

24
y IV (η±)

Ïîäñòàâëÿÿ â �îðìóëó, èìååì:

yi+1 − 2yi + yi−1

h2
= y ′′

i +
h2

24
[y IV (η+) + y IV (η−)]
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Çàäàíèå

1. Äëÿ �óíêöèè

f (x) = sin(x)

âû÷èñëèòü ïðàâóþ, ëåâóþ è öåíòðàëüíóþ ïåðâûå è âòîðóþ

öåíòðàëüíóþ ïðîèçâîäíûå â òî÷êàõ x1 = 0 è x2 = π/2.
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Ëåêöèÿ 6. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Âîæàêîâ Èâàí Ñåðãååâè÷

Êà÷óëèí Äìèòðèé Èãîðåâè÷
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Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Îáûêíîâåííûìè äè��åðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ïðèìåíÿþò äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷

◮
Äâèæåíèÿ ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê

◮
Õèìè÷åñêîé êèíåòèêè

◮
Ýëåêòðè÷åñêèõ öåïåé

◮
�àçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ

Çàäà÷è ìîãóò ñâîäèòüñÿ ê ðåøåíèþ ÎÄÓ p -îãî ïîðÿäêà

u(p)(x) = f (x , u(x), u′(x), . . . , u(p−1)(x))

Èëè çàìåíîé u(k)(x) = uk(x) ïðèâîäèò ê ñèñòåìå p óðàâíåíèé

ïåðâîãî ïîðÿäêà

u′k(x) = uk+1(x), 0 ≤ k ≤ p − 2

u′p−1(x) = f (x , u0(x), u1(x), . . . , up−1(x))
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Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Ïðèìåðû:

u′′ + p1(x)u
′ + p2(x)u = q(x) ⇒ u′0(x) = u1(x)

u′1(x) = q(x) − p1(x)u1(x)− p2(x)u0(x)

u′′ + uu′ + u2 = q(x) ⇒ u′0(x) = u1(x)
u′1(x) = q(x) − u1(x)u0(x)− u20(x)

Ïðîèçâîëüíóþ ñèñòåìó äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ëþáîãî

ïîðÿäêà ìîæíî çàìåíèòü ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé ïåðâîãî

ïîðÿäêà

u′k(x) = fk(x , u0(x), u1(x), . . . , uk(x)), 0 ≤ k ≤ p − 1

�åøåíèå çàâèñèò îò p ïàðàìåòðîâ c0, c1, . . . , cp−1. Äëÿ âûäåëåíèÿ

åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ - p äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.
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Çàäà÷à Êîøè äëÿ ÎÄÓ

Â çàäà÷å Êîøè (çàäà÷å ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè) äîïîëíèòåëüíûå

óñëîâèÿ çàäàíû â îäíîé òî÷êå.

Äëÿ óðàâíåíèÿ p ïîðÿäêà - çàäàíèå ïðîèçâîäíûõ �óíêöèè â

íåêîòîðîé òî÷êå x = ξ

u(k)(ξ) = ηk , 0 ≤ k ≤ p − 1

Äëÿ ñèñòåìû p óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà çàäàíèå çíà÷åíèÿ

�óíêöèé â íåêîòîðîé òî÷êå x = ξ

uk(ξ) = ηk , 0 ≤ k ≤ p − 1

�åøåíèå òðåáóåòñÿ íàéòè íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå ξ ≤ x ≤ X
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Ìåòîäû ðåøåíèÿ

◮
Òî÷íûå. �åøåíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè

èëè â âèäå êâàäðàòóð ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé

◮
Ïðèáëèæåííûå. �åøåíèå u(x) êàê ïðåäåë íåêîòîðîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �óíêöèé yn(x), êîòîðûå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç
ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè èëè êâàäðàòóðû

◮
×èñëåííûå. Àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé

èñêîìîãî ðåøåíèÿ u(x) íà íåêîòîðîé ñåòêå çíà÷åíèé xn. Ò.å.

íàõîäèòñÿ ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â âèäå òàáëèöû çíà÷åíèé.

Ïðèìåðû: �åøåíèå óðàâíåíèÿ

u′(x) = x2 + u2(x)

íå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè Îáùåå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ

u′(x) =
u − x

u + x

1

2
ln(x2 + u2) + arctg

u

x
= const

íå ïðîùå, ÷åì ÷èñëåííîå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ
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Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû. Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ

êîý��èöèåíòîâ

�åøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà:

u′′ + p1(x)u
′ + p2(x)u = q(x), u(0) = u0, u

′(0) = u′0

Åñëè �óíêöèè p1(x), p2(x), q(x) íåïðåðûâíû â îêðåñòíîñòè x = 0, òî
ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ïóñòü p1(x), p2(x), q(x) ìîãóò
áûòü ðàçëîæåíû â ðÿä Ìàêëîðåíà:

p1(x) =

∞∑
n=0

anx
n, p2(x) =

∞∑
n=0

bnx
n, q(x) =

∞∑
n=0

qnx
n

Èùåì ðåøåíèå â âèäå ðÿäà ñ íåîïðåäåëííûìè êîý��èöèåíòàìè:

u(x) =
∞∑
n=0

cnx
n
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Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû. Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ

êîý��èöèåíòîâ

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèé, è ïðèðàâíÿâ êîý��èöèåíòû

ñëåâà è ñïðàâà â óðàâíåíèè ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ x2 èìååì

ñèñòåìó óðàâíåíèé íà íåîïðåäåëííûõ êîý��èöèåíòû c0. Èç

íà÷àëüíûõ óñëîâèé c0 = u0, c1 = u′0.

Ïðèìåðû:

u′′(x)− xu(x) = 0

c3n =
c0

2 · 3 · 5 · 6 · (3n − 1) · (3n)

c3n+1 =
c1

3 · 4 · 6 · 7 · (3n) · (3n + 1)
c3n+2 = 0

u′′(x)− xu′(x) + u(x) = 1− cos(x), y0 = 0, y ′

0 = 1

u(x) = x +
x4

24
+

x6

360
+ . . .
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Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî

äè��åðåíöèðîâàíèÿ

Íåîáõîäèìî ðåøèòü äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

u(n) = f (x , u, u′, . . . , u(n−1))

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ïðè x = x0

u(x0) = u0, u
′(x0) = u′0, . . . , u

(n−1)(x0) = u
(n−1)
0

Èùåì ÷àñòíîå ðåøåíèå u = ϕ(x) â âèäå ðÿäà Òåéëîðà:

u(x) = ϕ(x0) +
ϕ′(x0)

1!
(x − x0) +

ϕ′′(x0)

2!
(x − x0)

2 + . . .

+
ϕ(n−1)(x0)

(n − 1)!
(x − x0)

n−1 +
ϕ(n)(x0)

n!
(x − x0)

n + . . .
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Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî

äè��åðåíöèðîâàíèÿ

Ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé

u(x) = u0 +
u′0
1!
(x − x0) +

u′′0
2!

(x − x0)
2 + . . .

+
u
(n−1)
0

(n − 1)!
(x − x0)

n−1 +
ϕ(n)(x0)

n!
(x − x0)

n + . . .

Çíà÷åíèå ϕ(n)(x0) íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ

óñëîâèé. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ϕ(k)(x0), k > n âû÷èñëèì u(n+1)
:

u(n+1) =
∂f

∂x
+

∂f

∂u
u′ + · · ·+

∂f

∂u(n−1)
u(n−1)

Âû÷èñëèâ ïðàâóþ ÷àñòü ïðè x = x0 íàéäåì ϕ(n+1)(x0). È ò.ä.

Ïðèìåð:

u′′ + a2u = 0, u(0) = 0, u′(0) = a

�åøåíèå

u(x) =
ax

1!
−

(ax)3

3!
+

(ax)5

5!
− . . . (−1)n

(ax)2n+1

2n+ 1!
· · · = sinax
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Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû. Ìåòîä Ïèêàðà(ìåòîä

ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé)

�åøèì óðàâíåíèå

u′ = f (x , u), u = u0 ïðè x = x0

Ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

u(x) = u0 +

∫ x

x0

f (t, u(t))dt

Ñ÷èòàÿ îòðåçîê (x , x0) ìàëûì u(0) = u0 Ñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ:

u(1)(x) = u0 +

∫ x

x0

f (t, u(0)(t))dt = u0 +

∫ x

x0

f (t, u0(t))dt

u(2)(x) = u0 +

∫ x

x0

f (t, u(1)(t))dt

n - îå ïðèáëèæåíèå âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

u(n)(x) = u0 +

∫ x

x0

f (t, u(n−1)(t))dt
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Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû. Ìåòîä Ïèêàðà(ìåòîä

ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé)

Òåîðåìà

Åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, u0) ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

u′ = f (x , u) íåïðåðûâíà è èìååò îãðàíè÷åííóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ

f ′u (x , u), òî â íåêîòîðîì èíòåðâàëå, ñîäåðæàùåì òî÷êó x0,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u(n)(x) ñõîäèòñÿ ê �óíêöèè ϕ(x), ÿâëÿþùåéñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ϕ(x0) = u0

Ïðèìåð. �åøèì óðàâíåíèå

u′ = x + u, u = 1 ïðè x = 0

4-àÿ èòåðàöèÿ

u(4)(x) = 1 + x + x2 +
x3

3
+

x4

12
+

x5

120

Òî÷íîå ðåøåíèå

u(x) = 2e−x
− x − 1
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Ëåêöèÿ 7. ×èñëåííîå ðåøåíèå

äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Âîæàêîâ Èâàí Ñåðãååâè÷

Êà÷óëèí Äìèòðèé Èãîðåâè÷
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Ìåòîä Ýéëåðà

Çàäà÷à Êîøè:

u′ = f (x , u(x)), ξ ≤ x ≤ X , u(ξ) = η

Ââîäèì ñåòêó (íå îáÿçàòåëüíî ðàâíîìåðíóþ):

xn, 0 ≤ n ≤ N : ξ = x0 < x1 < x2 < · · · < xN = X . Øàã ñåòêè

hn = xn+1 − xn. Çíà÷åíèÿ èñêîìîé �óíêöèè â óçëàõ ñåòêè: un = u(xn).
�àçëîæåíèå u(x) â ðÿä Òåéëîðà íà èíòåðâàëå xn ≤ x ≤ xn+1:

un+1 = un + hnu
′

n +
1

2
h2nu

′′

n + . . .

Ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì

äè��åðåíöèðîâàíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ:

u′n = f (xn, un), u′′n = f ′x (xn, un) + f (xn, un)f
′

u (xn, un), . . .
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Ìåòîä Ýéëåðà (ñõåìà ëîìàíûõ). �åîìåòðè÷åñêèé ñìûñë.

Îãðàíè÷èâàÿñü ïåðâûì ÷ëåíîì

ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷àåì ñõåìó

ëîìàíûõ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

yn:

yn+1 = yn + hnf (xn, yn)

Ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì:

y0 = u0 = η
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Ñõîäèìîñòü ìåòîäà Ýéëåðà

�àññìîòðèì ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ zn = yn − un:

zn+1 = zn + hn [f (xn, yn)− f (xn, un)]−
1

2
h2nu

′′

n = zn(1 + hfu)n −
1

2
h2nu

′′

n

Ïîãðåøíîñòü íà ïðîèçâîëüíîì øàãå m:

zm = z0

m−1
∏

n=0

(1 + hfu)n −
1

2

m−1
∑

n=0

h2nu
′′

n

m−2
∏

k=n+1

(1 + hfu)k

Åñëè øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ìàë,

m−1
∏

n=0

(1+hfu)n ≈

m−1
∏

n=0

exp(hfu)n = exp

(

m−1
∑

n=0

(hfu)n

)

≈ exp

[
∫ xm−1

x0

fu(τ, u(τ))dτ

]
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Ñõîäèìîñòü ìåòîäà Ýéëåðà

zm = z0exp

(
∫ xm

x0

fudτ

)

−
1

2

∫ xm

x0

dτh(τ)u′′(τ)exp

(
∫ xm

τ

fudµ

)

Íà÷àëüíîå óñëîâèå ìîæíî çàäàòü òî÷íî: z0 = 0. Ñ÷èòàÿ �óíêöèþ
f (x , u) íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé âìåñòå ñ ïðîèçâîäíûìè:|f | ≤ M1

, |fx | ≤ M2,|fu | ≤ M3 (|u
′′| ≤ M4 = M2 −M1M3) ïîëó÷àåì

ìàæîðàíòíóþ î÷åíêó ïîãðåøíîñòè:

|zm| ≤ M(xm)maxhn = O(maxhn),

M(xm) =
1

2

∫ xm

x0

dτ |u′′(τ)|exp

(
∫ xm

τ

|fu|dµ

)

≤
M4

2M3
eM3(xm−x0)

Ò.å. ïðè h → 0 ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïî ñõåìå Ýéëåðà ñõîäèòñÿ ê

òî÷íîìó ðàâíîìåðíî ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè
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Ìåòîäû �óíãå-Êóòòà

Ñâîéñòâà:

◮
Ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ îäíîñòóïåí÷àòûìè: ÷òîáû íàéòè yn+1 íóæíà

èí�îðìàöèÿ òîëüêî î ïðåäûäóùåé òî÷êå xn, yn

◮
Ìåòîäû ñîãëàñóþòñÿ ñ ðÿäîì Òåéëîðà âïëîòü äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà

hp , ãäå ñòåïåíü p ðàçëè÷íà äëÿ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ è íàçûâàåòñÿ

ïîðÿäêîì ìåòîäà

◮
Ìåòîäû íå òðåáóþò âû÷èñëåíèé ïðîèçâîäíûõ îò f (x , u), à
òðåáóþò òîëüêî âû÷èñëåíèÿ ñàìîé �óíêöèè.

Çàìå÷àíèå: ìåòîä Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì �óíãå-Êóòòà ïåðâîãî

ïîðÿäêà.
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Èñïðàâëåííûé ìåòîä Ýéëåðà

Â èñïðàâëåííîì ìåòîäå Ýéëåðà ñðåäíèé òàíãåíñ óãëà íàêëîíà

êàñàòåëüíîé âû÷èñëÿåòñÿ ïî äâóì òî÷êàì:xm, ym è xm + h, ym + hy ′

m:

Φ(xm, ym, h) =
1

2
[f (xm, ym) + f (xm + h, ym + hy ′

m)] , ãäå y ′

m = f (xm, ym)

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â òî÷êå xm+1 íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ym+1 = ym + hΦ(xm, ym, h)
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Ïîðÿäîê èñïðàâëåííîãî ìåòîäà Ýéëåðà

�àçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà �óíêöèè f (x , y) âáëèçè xm, ym

f (x , y) = f (xm, ym) + fx(x − xm) + fy (y − ym) + . . .

Ïîäñòàâëÿÿ x = xm + h, y = y = ym + hy ′

m ñ ó÷åòîì y ′

m = f (xm, ym),
âû÷èñëèì Φ(xm, ym, h):

Φ(xm, ym, h) = f +
h

2
(fx + ffy ) + O(h2)

Èòîãîâàÿ �îðìóëà ñîâïàäàåò ñ ðàçëîæåíèåì �óíêöèè y â ðÿä

Òåéëîðà âïëîòü äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî h:

ym+1 = ym + hf +
h2

2
(fx + ffy ) + O(h3)

ò.å. ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì �óíãå-Êóòòà âòîðîãî ïîðÿäêà.

8 /18



Ìîäè�èöèðîâàííûé ìåòîä Ýéëåðà

Âû÷èñëèì òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé â óñðåäíåííîé òî÷êå

xm + h/2, ym + y ′

mh/2:

Φ(xm, ym, h) = f (xm +
h

2
, ym +

h

2
y ′

m), ãäå y ′

m = f (xm, ym)

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â òî÷êå xm+1 íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ym+1 = ym + hΦ(xm, ym, h)
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Ïîðÿäîê ìîäè�èöèðîâàííîãî ìåòîäà Ýéëåðà

�àçëîæåíèå â ðÿä Òåéëîðà �óíêöèè f (x , y) âáëèçè xm, ym

f (x , y) = f (xm, ym) + fx(x − xm) + fy (y − ym) + . . .

Ïîäñòàâëÿÿ x = xm + h/2, y = y = ym + hy ′

m/2 ñ ó÷åòîì
y ′

m = f (xm, ym), âû÷èñëèì Φ(xm, ym, h):

Φ(xm, ym, h) = f +
h

2
(fx + ffy ) + O(h2)

Èòîãîâàÿ �îðìóëà ñîâïàäàåò ñ ðàçëîæåíèåì �óíêöèè y â ðÿä

Òåéëîðà âïëîòü äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî h:

ym+1 = ym + hf +
h2

2
(fx + ffy ) + O(h3)

ò.å. ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîì �óíãå-Êóòòà âòîðîãî ïîðÿäêà.
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Ìåòîäû �óíãå-Êóòòà âòîðîãî ïîðÿäêà

Îáùèé âèä ñõåìû:

ym+1 = ym + hΦ(xm, ym, h) (1)

�äå òàíãåíñ óãëà íàêëîíà â îáùåì âèäå âû÷èñëÿåòñÿ ïî íåêîòîðûì 2

òî÷êàì:

Φ(xm, ym, h) = a1f (xm, ym) + a2f (xm + b1h, ym + b2hf (xm, ym))

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñõåìà áûëà âòîðîãî ïîðÿäêà íåîáõîäèìî 3

ïàðàìåòðà. Îäèí ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì. �àçëîæèì �óíêöèþ

f (x , y) â ðÿä Òåéëîðà âáëèçè òî÷êè x = xm + b1h, y = ym + b2hf è

ïîäñòàâèì â (1)

ym+1 = ym + h [a1f + a2f + h(a2b1fx + a2b2ffy )] + O(h3)

Óñëîâèÿ: a1 + a2 = 1, a2b1 = 1/2,a2b2 = 1/2. Ïóñòü ïðîèçâîëüíûé
ïàðàìåòð a2 = ω 6= 0:

ym+1 = ym+h

[

(1 − ω)f (xm, ym) + ωf (xm +
h

2ω
, ym +

h

2ω
f (xm, ym))

]

+O(h3)
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Ìåòîä �óíãå-Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà

ym+1 = ym +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4),

k1 = f (xm, ym),

k2 = f (xm +
h

2
, ym +

hk1

2
),

k3 = f (xm +
h

2
, ym +

hk2

2
),

k4 = f (xm + h, ym + hk3).

Ïóñòü f (x , y) = F (x), ò.å. çàâèñèò òîëüêî îò x . y(x) =
∫ x

x0
F (x)dx .

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ p = h/2, Fj = F (x0 + jp). Ò.ê.
ym = y(x0 +mh) = y(x0 + 2mp), òî îáîçíà÷èâ
Yj = y(x0 + jp)(ym = Y2m) èìååì:

Y2m+2 − Y2m =
p

3
(F2m + 4F2m+1 + F2m+2)

Ñóììèðóÿ íà âñåì èíòåðâàëå, óáåæäàåìñÿ, ÷òî ñîâïàäàåò ñ

�îðìóëîé Ñèìïñîíà. Ò.å. êëàññè÷åñêàÿ �îðìóëà �óíãå-Êóòòà 4

ïîðÿäêà åñòü îáîáùåíèå �îðìóëû Ñèìïñîíà.
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Ìåòîä �óíãå-Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Ïðèìåð.

�àññìîòðèì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y ′ = y , y(0) = 1. Âû÷èñëèì
êîý��èöèåíòû â ñõåìå �óíãå-Êóòòà:

k1 = ym,

k2 = ym +
h

2
ym,

k3 = ym +
h

2

(

ym +
h

2
ym

)

,

k4 = ym + h

(

ym +
h

2

(

ym +
h

2
ym

))

.

Ïîäñòàâëÿÿ âû÷èñëåííûå êîý��èöèåíòû â ñõåìó �Ê:

ym+1 =

(

1 + h +
h2

2
+

h3

6
+

h4

24

)

ym

Ñóììà â ñêîáêàõ - ïÿòü ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ eh â ðÿä

Òåéëîðà.
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Óñòîé÷èâîñòü

�àññìîòðèì ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî

èíòåãðèðîâàíèÿ ÎÄÓ íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ:

u′ = −λu, λ > 0

�åøåíèå óðàâíåíèÿ:

u(x) = u(0)e−λx

Äëÿ ëþáîãî a > 0 ñïðàâåäëèâî:

|u(x + a)| ≤ u(x)

ò.å. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî.
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ßâíàÿ ñõåìà

Äëÿ yn, ïîñòðîåííîãî ïî ñõåìå Ýéëåðà, èìååì:

yn+1 = yn + hf (xn, yn) = (1 − hλ)yn

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ÷èñëåííîå ðåøåíèå áûëî óñòîé÷èâûì, íåîáõîäèìî

âûïîëíåíèå óñëîâèÿ:

|1− hλ| < 1

îòêóäà

h <
2

λ

Òàêóþ ñõåìó íàçûâàþò óñëîâíî óñòîé÷èâîé
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Íåÿâíàÿ ñõåìà

�àññìîòðèì ÷èñëåííîå ðåøåíèå òîãî æå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ñ

ïîìîùüþ íåÿâíîé ñõåìû Ýéëåðà:

yn+1 = yn + hf (xn+1, yn+1) = yn − hλyn+1

Èññëåäóåì àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

yn+1 =
yn

1 + hλ

Âèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî øàãà ñåòêè h ÷èñëåííîå ðåøåíèå áóäåò

óñòîé÷èâûì.

Òàêàÿ ÷èñëåííàÿ ñõåìà íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî óñòîé÷èâîé
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Æåñòêàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

Îïðåäåëåíèå: Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé Au′ = f ÿâëÿåòñÿ

æåñòêîé, åñëè âåëèêî îòíîøåíèå ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî

ìîäóëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé

s =
maxRe|λk |

minRe|λk |
, λk < 0

Îòíîøåíèå s íàçûâàþò ÷èñëîì æåñòêîñòè ñèñòåìû.
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Çàäàíèå

�åøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé

u′ = 998u + 1998v

v ′ = −999u − 1999v

ÿâíûì è íåÿâíûì ìåòîäàìè Ýéëåðà. Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà.

Íàðèñîâàòü ãðà�èêè �óíêöèé u è v â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè.
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Ëåêöèÿ 8. Ñîáûòèÿ è âåðîÿòíîñòü.

Âîæàêîâ Èâàí Ñåðãååâè÷

Êà÷óëèí Äìèòðèé Èãîðåâè÷
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Ñïèñîê îñíîâíûõ ïîíÿòèé

◮
Ñîáûòèå,

◮
Äîñòîâåðíîå ñîáûòèå,

◮
Íåâîçìîæíîå ñîáûòèå,

◮
Ñîáûòèå, ïðîòèâîïîëîæíîå íåêîòîðîìó äðóãîìó ñîáûòèþ,

◮
Íåñîâìåñòíûå ñîáûòèÿ

◮
Åäèíñòâåííî âîçìîæíûå ñîáûòèÿ, ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé

◮
Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ
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Ñîáûòèÿ

Ñîáûòèå - âñÿêîå ÿâëåíèå, êîòîðîå ïðîèñõîäèò èëè íå ïðîèñõîäèò.

Ïðèìåðû:

◮
Âûïàäåíèå îðëà ïðè áðîñàíèè ìîíåòû

◮
Âûïàäåíèå 6 î÷êîâ íà èãðàëüíîé êîñòè

◮
�àçäà÷à ñî ñòåíû âîñòî÷íîãî âåòðà ïðè èãðå â ìàäæîíã

◮
Îáíàðóæåíèå ÷àñòèöû â âûäåëåííîì îáúåìå

A,B, . . . - ñîáûòèÿ
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Äîñòîâåðíûå è íåâîçìîæíûå ñîáûòèÿ

Äîñòîâåðíîå ñîáûòèå - òàêîå ñîáûòèå, êîòîðîå îáÿçàòåëüíî

äîëæíî ïðîèçîéòè.

Ïðèìåðû:

◮
Âûïàäåíèå íå áîëåå øåñòè (≤ 6) î÷êîâ ïðè áðîñàíèè èãðàëüíîé

êîñòè

◮
�àçäà÷à ñî ñòåíû íå áîëåå ÷åòûðåõ (≤ 4) îäèíàêîâûõ èãðàëüíûõ
êîñòåé ïðè èãðå â ìàäæîíã

◮
Ïîÿâëåíèå áåëîãî øàðà èç ÿùèêà, ñîäåðæàùåãî òîëüêî áåëûå

øàðû

Íåâîçìîæíîå ñîáûòèå - òàêîå ñîáûòèå, êîòîðîå çàâåäîìî íå

ïðîèçîéäåò.

Ïðèìåðû:

◮
Íàëè÷èå íà ðóêå áîëåå ÷åòûðåõ (> 4) êðàñíûõ äðàêîíîâ

ïðè èãðå â ìàäæîíã

◮
Ïîÿâëåíèå êðàñíîãî øàðà èç ÿùèêà, ñîäåðæàùåãî áåëûå è

÷åðíûå øàðû
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Ïðîòèâîïîëîæíûå è íåñîâìåñòíûå ñîáûòèÿ

Ïóñòü A - íåêîòîðîå ñîáûòèå. Ñîáûòèå, ïðîòèâîïîëîæíîå åìó -

òàêîå ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî A íå íàñòóïèëî.

Ïðîòèâîïîëîæíîå ñîáûòèå - Ā

Ïðèìåð: Ïðè âûòàñêèâàíèè êàðòû èç êîëîäû êàðò

◮ A - ïîÿâëåíèå êðàñíîé ìàñòè (♥♦), Ā - ïîÿâëåíèå ÷åðíîé ìàñòè

(♠♣)

Ñîáûòèÿ A è B íåñîâìåñòíûå åñëè íàñòóïëåíèå îäíîãî èç íèõ

èñêëþ÷àåò íàñòóïëåíèå äðóãîãî.

Ïðèìåðû:

◮ A - âûïàäåíèå îäíîãî î÷êà íà èãðàëüíîé êîñòè , B -

âûïàäåíèå øåñòè î÷êîâ íà èãðàëüíîé êîñòè

◮ A - âûïàäåíèå ÷åòíîãî ÷èñëà î÷êîâ, B - âûïàäåíèå íå÷åòíîãî

÷èñëà î÷êîâ

◮
Ñîáûòèÿ A è Ā âñåãäà íåñîâìåñòíûå

◮ A - âûïàäåíèå ÷åòíîãî ÷èñëà î÷êîâ, B - âûïàäåíèå ÷èñëà î÷êîâ

êðàòíîãî 3 íå ÿâëÿþòñÿ íåñîâìåñòíûìè

5 /16



Åäèíñòâåííî âîçìîæíûå ñîáûòèÿ

Ïóñòü åñòü ñîâîêóïíîñòü ñîáûòèé A,B,C , . . . , L. Ýòè ñîáûòèÿ

åäèíñòâåííî âîçìîæíûìè, åñëè â ðåçóëüòàòå êàæäîãî èñïûòàíèÿ

õîòÿ áû îäíî èç íèõ íàñòóïèò. Òàêæå, ñîáûòèÿ A,B,C , . . . , L

îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé

Ïðèìåðû:

◮ A1 - âûïàäåíèå îäíîãî î÷êà íà èãðàëüíîé êîñòè ,

A2 - âûïàäåíèå äâóõ î÷êîâ íà èãðàëüíîé êîñòè

A3 - âûïàäåíèå òðåõ î÷êîâ íà èãðàëüíîé êîñòè

A4 - âûïàäåíèå ÷åòûðåõ î÷êîâ íà èãðàëüíîé êîñòè

A5 - âûïàäåíèå ïÿòè î÷êîâ íà èãðàëüíîé êîñòè

A6 - âûïàäåíèå øåñòè î÷êîâ íà èãðàëüíîé êîñòè

◮ A - âûïàäåíèå îðëà ïðè áðîñàíèè ìîíåòû B - âûïàäåíèå

ðåøêè ïðè áðîñàíèè ìîíåòû
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Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ

Ïóñòü ñèñòåìà êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîáûòèé A1,A2, . . . ,An îáëàäàåò

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Ýòè ñîáûòèÿ ïîïàðíî íåñîâìåñòíû. Ò.å. äëÿ ëþáûõ äâóõ

ñîáûòèé Ai è Ak (i , k = 1, 2, . . . , n, i 6= k) ïîÿâëåíèå îäíîãî èç
íèõ èñêëþ÷àåò ïîÿâëåíèå äðóãîãî.

2. Ñîáûòèÿ A1,A2, . . . ,An åäèíñòâåííî âîçìîæíû.

3. Ñîáûòèÿ A1,A2, . . . ,An ðàâíîâîçìîæíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå

ñóùåñòâóåò íèêàêèõ îáúåêòèâíûõ ïðè÷èí, âñëåäñòâèå êîòîðûõ

îäíî èç íèõ ìîãëî áû íàñòóïàòü ÷àùå, ÷åì êàêîå-ëèáî äðóãîå.

Ñîáûòèå A íàñòóïàåò, ïðè ïîÿâëåíèè íåêîòîðûõ Ai èç

"ýëåìåíòàðíûõ"ñîáûòèé A1,A2, . . . ,An, è íå íàñòóïàåò ïðè

ïîÿâëåíèè äðóãèõ. Ñîáûòèÿ Ai - áëàãîïðèÿòñòâóþò ñîáûòèþ A.

Âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ÷èñëà ñîáûòèé,

áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèþ A ê îáùåìó ÷èñëó âñåõ

ðàâíîâîçìîæíûõ ñîáûòèé.

P(A) = m

n
, m - ÷èñëî áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèé, n - ïîëíîå

÷èñëî.
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Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ.

Ïðèìåðû.

A1,A2, . . . ,A6 - âûïàäåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëà î÷êîâ íà êóáèêå.

P(A1) = P(A2) = · · · = P(A6) =
1

6
, m = 1, n = 6

Ñîáûòèå A - âûïàäåíèå ÷åòíîãî ÷èñëà î÷êîâ. Áëàãîïðèÿòñòâóþò

ñîáûòèÿ A2,A4,A6, ò.å. m = 3, n = 6, âåðîÿòíîñòü òàêîãî ñîáûòèÿ
P(A) = 1

2

Ñîáûòèå B - âûïàäåíèå ÷èñëà î÷êîâ, êðàòíîãî 3. Áëàãîïðèÿòñòâóþò

ñîáûòèÿ A3,A6, ò.å. m = 2, n = 6, âåðîÿòíîñòü òàêîãî ñîáûòèÿ
P(B) = 1

3

Ïóñòü åñòü íàáîð:

Ñîáûòèå A - âûïàäåíèå êðàñíîãî äðàêîíà. Áëàãîïðèÿòñòâóþò

m = 2, n = 9, âåðîÿòíîñòü P(A) = 2

9

Ñîáûòèå B - âûïàäåíèå ëþáîãî äðàêîíà. Áëàãîïðèÿòñòâóþò

m = 6, n = 9, âåðîÿòíîñòü P(B) = 2

3

Ñîáûòèå - âûïàäåíèå ëþáîãî âåòðà. Áëàãîïðèÿòñòâóþò m = 3, n = 9,
âåðîÿòíîñòü P(C ) = 1

3
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Ñâîéñòâî âåðîÿòíîñòè.

1. Äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A ÷èñëî áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ñîáûòèé

m ≤ n. Ò.å.

Âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ñîáûòèÿ A ïîä÷èíåíà óñëîâèÿì:

0 ≤ P(A) ≤ 1

2. Åñëè E - íåêîòîðîå äîñòîâåðíîå ñîáûòèå, òî åìó

áëàãîïðèÿòñòâóþò âñå "ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ò.å. m = n. Ò.å.

Âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà åäèíèöå P(E ) = 1

3. Åñëè U - íåâîçìîæíîå ñîáûòèå, òî èç îïðåäåëåíèÿ åìó íè÷òî

íå áëàãîïðèÿòñòâóåò (m = 0). Ò.å.
Âåðîÿòíîñòü íåâîçìîæíîãî ñîáûòèÿ U ðàâíà íóëþ P(U) = 0
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Ïðèìåðû

Ïðèìåð 1 Â óðíå íàõîäÿòñÿ 3 ñèíèõ, 8 êðàñíûõ è 9 áåëûõ øàðîâ

îäèíàêîâîãî ðàçìåðà è âåñà, íåðàçëè÷èìûõ íàîùóïü. Øàðû

òùàòåëüíî ïåðåìåøàíû. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñèíåãî,

êðàñíîãî è áåëîãî øàðîâ ïðè îäíîì âûíèìàíèè øàðà èç óðíû?

Ïðèìåð 2 Îäíîâðåìåííî áðîñàþòñÿ 2 èãðàëüíûå êîñòè. Êàêîâà

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììà î÷êîâ, âûïàâøèõ íà äâóõ êîñòÿõ ðàâíà

8?
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Ñëîæåíèå âåðîÿòíîñòè

Òåîðåìà ñëîæåíèÿ Ïóñòü A è B äâà íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèÿ. Òîãäà

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îñóùåñòâèòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ äâóõ

ñîáûòèé, ðàâíà ñóììå èõ âåðîÿòíîñòåé.

P(AèëèB) = P(A) + P(B)

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü A1,A2, . . .An - ïîëíàÿ ãðóïïà n ïîïàðíî

íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé. P(A) = p1 =
m1

n
, P(B) = p2 =

m2

n
.

m1-áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþ A, m2-áëàãîïðèÿòñòâóåò ñîáûòèþ B.

Ò.ê. ñîáûòèÿ íåñîâìåñòíû, òî ÷èñëî ñîáûòèé, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ

ñîáûòèþ (AèëèB) ðàâíî ñóììå m1 +m2:

P(AèëèB) =
m1 +m2

n
=

m1

n
+

m2

n
= p1 + p2 = P(A) + P(B)

Ñëó÷àé êîíå÷íîãî ÷èñëà ñîáûòèé. Åñëè A,B,C , . . . , L - íåñîâìåñòíûå

ñîáûòèÿ, òî

P(AèëèBèëèC . . . èëèL) = P(A) + P(B) + P(C ) + · · ·+ P(L)
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Ñëîæåíèå âåðîÿòíîñòè

Ñëåäñòâèå Åñëè A1,A2, . . . ,An íåñîâìåñòíû è åäèíñòâåííî

âîçìîæíû, òî

P(A1) + P(A2) + · · ·+ P(An) = 1

P(A) + P(Ā) = 1

Ïðèìåð 1 Ïðè ñòðåëüáå ïî ìèøåíè âåðîÿòíîñòü ñäåëàòü îòëè÷íûé

âûñòðåë ðàâíà 0.3, âåðîÿòíîñòü ñäåëàòü âûñòðåë íà îöåíêó

¾õîðîøî¿ - 0.4. Êàêîâà âíåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòüçà ñäåëàííûé âûñòðåë

îöåíêó íå íèæå ¾õîðîøî¿?

Ïðèìåð 2 Â óðíå, ñîäåðæàùåé n øàðîâ áåëîãî, êðàñíîãî è ÷åðíîãî

öâåòà, íàõîäÿòñÿ k áåëûõ øàðîâ è l êðàñíûõ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü

âûíóòü øàð íå ÷åðíîãî öâåòà?
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Çàäà÷à

Ïóñòü íà ñêëàäå èìååòñÿ 400 ýëåêòðè÷åñêèõ ëàìïî÷åê, èçãîòîâëåííûõ

íà äâóõ ðàçëè÷íûõ çàâîäàõ. Íà ïåðâîì çàâîäå èçãîòîâëåíî 75 %

ëàìïî÷åê, à íà âòîðîì � 25 %. Ñðåäè ëàìïî÷åê , èçãîòîâëåííûõ

ïåðâûì çàâîäîì, 83 % óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì îïðåäåë¼ííîãî

ñòàíäàðòà, à äëÿ ïðîäóêöèè âòîðîãî çàâîäà ýòîò ïðîöåíò ðàâåí 63.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âçÿòàÿ ñî ñêëàäà ëàìïî÷êà

îêàæåòñÿ óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì ñòàíäàðòà?
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Çàäà÷à

Åñëè èçâåñòíî, ÷òî âûáðàííàÿ ëàìïî÷êà èçãîòîâëåíà íà ïåðâîì

çàâîäå (ñîáûòèå A), òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíà ñòàíäàðòíà

(ñîáûòèå B) áóäåò óæå íå 0.78, à 0.83.
Òàêîãî ðîäà âåðîÿòíîñòü, ò.å. âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B ïðè óñëîâèè,

÷òî èìååò ìåñòî ñîáûòèå A, íàçûâàþò óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ

ñîáûòèÿ B ïðè óñëîâèè íàñòóïëåíèÿ A è îáîçíà÷àþò PA(B).
Â ðàññìîòðåííîé çàäà÷å PA(B) = 0.83
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Óìíîæåíèå âåðîÿòíîñòè

Òåîðåìà óìíîæåíèÿ Âåðîÿòíîñòü ñîâìåùåíèÿ ñîáûòèé A è B

ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòè îäíîãî èç ñîáûòèé íà óñëîâíóþ

âåðîÿòíîñòü äðóãîãî â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïåðâîå èìåëî ìåñòî:

P(AèB) = P(A)PA(B)
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Çàäà÷è

1. Â ïðîäóêöèè íåêîòîðîãî ïðåäïðèÿòèÿ ïðèçíàþòñÿ ãîäíûìè

(ñîáûòèå A) 96% èçäåëèé. Ê ïåðâîìó ñîðòó (ñîáûòèå B)

îêàçûâàþòñÿ ïðèíàäëåæàùèìè 75 èçäåëèé èç êàæäîé ñîòíè ãîäíûõ.

Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçâîëüíî âçÿòîå èçäåëèå áóäåò

ãîäíûì è ïðèíàäëåæàòü ê ïåðâîìó ñîðòó.

2. Âåðîÿòíîñòü ñáèòü ñàìîëåò âèíòîâî÷íûì âûñòðåëîì p = 0.004.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü óíè÷òîæåíèÿ ñàìîëåòà ïðè îäíîâðåìåííîé

ñòðåëüáå èç 250 âèíòîâîê?
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Ëåêöèÿ 9. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè.

Âîæàêîâ Èâàí Ñåðãååâè÷

Êà÷óëèí Äìèòðèé Èãîðåâè÷

1/ 8



Êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è

◮
Çàäà÷à î ïåðåñòàíîâêàõ. Èìååòñÿ ñîâîêóïíîñòü n ðàçëè÷íûõ

îáúåêòîâ a1, a2, . . . an. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîñòàâèòü

èõ â ðÿä?

◮
Âûáîðêè. Èìååòñÿ ñîâîêóïíîñòü n ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ

a1, a2, . . . an. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü

ïîäñîâîêóïíîñòü èç k ýëåìåíòîâ?

Åñëè èíòåðåñóåìñÿ âûáîðêàìè ðàçëè÷àþùèìèñÿ è ïî ñîñòàâó è

ïî ïîðÿäêó ñëåäîâàíèÿ îáúåêòîâ , òî

Ak

n =
n!

(n − k)!

Åñëè âàæåí òîëüêî ñîñòàâ, òî

C k

n =
n!

k!(n− k)!
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Êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è

◮
Èìååòñÿ n ÿùèêîâ è k ðàçëè÷íûõ øàðîâ. Øàðû ïðîèçâîëüíûì

îáðàçîì ðàçìåùàþòñÿ ïî ÿùèêàì áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé.

Ñêîëüêèì ÷èñëîì ñïîñîáîâ ýòî ìîæíî ñäåëàòü? nk

Â ñòàò�èçèêå ðàçìåùåíèå ÷àñòèö ïî ÿ÷åéêàì. Ýòî ñòàòèñòèêà

Ìàêñâåëëà-Áîëüöìàíà.

◮
Èìååòñÿ n ÿùèêîâ è k íåðàçëè÷èìûõ øàðîâ k ≤ n. Øàðû

ðàçìåùàþòñÿ ïî ÿùèêàì òàê, ÷òî â ÿùèêå íå ìîæåò íàõîäèòñÿ

áîëåå îäíîãî øàðà. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ðàçìåùåíèé

â ýòîé ñõåìå? C k

n

Â ñòàò�èçèêå ýòî ðàñïðåäåëåíèå Ôåðìè-Äèðàêà.

◮
Èìååòñÿ n ÿùèêîâ è k íåðàçëè÷èìûõ øàðîâ. Øàðû

ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàçìåùàþòñÿ ïî ÿùèêàì áåç êàêèõ-ëèáî

îãðàíè÷åíèé. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ðàçìåùåíèé â ýòîé

ñõåìå? C k

n+k−1
= C n−1

n+k−1

Â ñòàò�èçèêå ýòî ðàñïðåäåëåíèå Áîçå-Ýéíøòåéíà.
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Êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è

◮
Â ÿùèêå íàõîäÿòñÿ n ðàçëè÷íûõ øàðîâ. Èç íèõ n1 áåëûõ, n − n1
÷åðíûõ. Íàóãàä âûáèðàþòñÿ k øàðîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî ñðåäè âûáðàííûõ îêàæåòñÿ ðîâíî k1 áåëûõ? Ïîëíîå ÷èñëî

âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ C k
n . ×èñëî áëàãîïðèÿòíûõ èñõîäîâ:

C k1
n1
C k−k1
n−n1
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Çàäàíèÿ

◮
Ó ìàìû 2 ÿáëîêà è 3 ãðóøè. Êàæäûé äåíü â òå÷åíèå 5 äíåé

ïîäðÿä îíà âûäàåò ïî îäíîìó �ðóêòó. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî

ìîæåò áûòü ñäåëàíî?

◮
Â øàõìàòíîì òóðíèðå ó÷àñòâóþò 15 ÷åëîâåê. Ñêîëüêî ïàðòèé

äîëæíî áûòü ñûãðàíî â òóðíèðå, åñëè ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ

ó÷àñòíèêàìè äîëæíà áûòü ñûãðàíà îäíà ïàðòèÿ?

◮
Íàéòè âåðîÿòíîñòü âûáðàñûâàíèÿ "äóáëÿ"(äâóõ îäèíàêîâûõ

öè�ð) íà äâóõ èãðàëüíûõ êîñòÿõ.

◮
Äëÿ ó÷àñòèÿ â êîìàíäå òðåíåð îòáèðàåò 5 þíîøåé èç 10.

Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îí ìîæåò ñ�îðìèðîâàòü êîìàíäó, åñëè 2

îïðåäåëåííûõ þíîøè äîëæíû âîéòè â êîìàíäó?

◮
Ñêîëüêî ñëîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåñòàâëÿÿ áóêâû â ñëîâàõ �îðà

è Èíñòèòóò?
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Çàäàíèÿ

◮ n êíèã ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàññòàâëÿþòñÿ íà êíèæíîé ïîëêå.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 2 êíèãè îêàæóòñÿ ñòîÿùèìè

ðÿäîì?

◮
�ðóïïó èç 20 ñòóäåíòîâ íóæíî ðàçäåëèòü íà 3 áðèãàäû, ïðè÷åì â

ïåðâóþ áðèãàäó äîëæíû âõîäèòü 3 ÷åëîâåêà, âî âòîðóþ 5, â

òðåòüþ 12. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

◮
Ïðåäïðèÿòèå ìîæåò ïðåäîñòàâèòü ðàáîòó ïî îäíîé

ñïåöèàëüíîñòè 4 æåíùèíàì, ïî äðóãîé 6 ìóæ÷èíàì, ïî òðåòüåé

- 3 ðàáîòíèêàì íåçàâèñèìî îò ïîëà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè

ìîæíî çàïîëíèòü âàêàíòíûå ìåñòà, åñëè èìåþòñÿ 14

ïðåòåíäåíòîâ: 6 æåíùèí è 8 ìóæ÷èí?

◮
Â ïàññàæèðñêîì ïîåçäå 9 âàãîíîâ. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî

ðàññàäèòü â ïîåçäå 4 ÷åëîâåêà, ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå îíè

äîëæíû åõàòü â ðàçëè÷íûõ âàãîíàõ?

◮
Ñòóäåíòó íóæíî â òå÷åíèå N äíåé ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøèòü

M ≥ N çàäà÷. Ò.å. ðåøåíèå çàäà÷è ñ íîìåðîì j + 1 ìîæíî

íà÷èíàòü òîëüêî ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ íîìåðîì j . Ñêîëüêèìè

ñïîñîáàìè îí ìîæåò ðàñïðåäåëèòü ðàáîòó ïî äíÿì, åñëè áóäåò

ðåøàòü íå ìåíåå îäíîé çàäà÷è â äåíü?
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Çàäàíèÿ

◮
Â ãðóïïå èç 8 ñòóäåíòîâ òðîå þíîøåé è ïÿòü äåâóøåê. Íàóãàä

âûáèðàþòñÿ 3 �àìèëèè èç ñïèñêà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

âñå îíè îêàæóòñÿ äåâóøêàìè?

◮
Â ëîòåðåå n áèëåòîâ, èç êîòîðûõ m âûèãðûøíûõ. Íåêòî

ïðèîáðåòàåò k áèëåòîâ. Íàéòèâåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû

îäèí áèëåò îêàæåòñÿ âûèãðûøíûì.

◮
Â ëè�ò âîñüìèýòàæíîãî äîìà íà ïåðâîì ýòàæå âõîäÿò 5

÷åëîâåê. Íåçàâèñèìî îò äðóãèõ, êàæäûé ìîæåò âûéòè ñ

ðàâíûìè øàíñàìè íà ëþáîì ýòàæå, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî. Êàêîâà

âåðîÿòíîñòü, ÷òî à) âñå âûéäóò íà ÷åòâåðòîì ýòàæå á) âñå ïÿòåðî

âûéäóò íà îäíîì ýòàæå â) âñå ïÿòåðî âûéäóò íà ðàçíûõ ýòàæàõ?

◮
Â êóïåéíûé âàãîí (9 êóïå ïî 4 ìåñòà) ñåìè ïàññàæèðàì ïðîäàíî

ñåìü áèëåòîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàíÿòûìè îêàçàëèñü

òîëüêî äâà êóïå.
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Çàäàíèÿ

◮
Â ãðóïïå 9 ÷åëîâåê. Ñêîëüêî ìîæíî îáðàçîâàòü ðàçíûõ ïîäãðóïï

ïðè óñëîâèè, ÷òî â ïîäãðóïïó âõîäèò íå ìåíåå 2 ÷åëîâåê?

◮
Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ äðîáåé ìîæíî ñîñòàâèòü èç ÷èñåë 3, 5, 7, 11,

13, 17 òàê, ÷òîáû â êàæäóþ äðîáü âõîäèëè 2 ðàçëè÷íûõ ÷èñëà?

Ñêîëüêî ñðåäè íèõ áóäåò ïðàâèëüíûõ äðîáåé?

◮
Êàêèõ ÷èñåë îò 1 äî 1 000 000 áîëüøå: òåõ, â çàïèñè êîòîðûõ

âñòðå÷àåòñÿ åäèíèöà, èëè òåõ, â êîòîðûõ îíà íå âñòðå÷àåòñÿ?

8/ 8



Ëåêöèÿ 10. Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî îáùåãî

âèäà. Íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ.

Âîæàêîâ Èâàí Ñåðãååâè÷

Êà÷óëèí Äìèòðèé Èãîðåâè÷
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Êîíòèíóàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

Ïîëàãàåì, ÷òî Ω = ℜn
, n ≥ 1. Ñîáûòèÿ - ïîäìíîæåñòâà Ω.

�àññìîòðèì ñëó÷àé Ω = ℜ1
. Ôóíêöèÿ π : Ω → ℜ:

1. π(ω) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî ω ∈ Ω

2.

∫ +∞

−∞

π(ω)dω = 1

Âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé �óíêöèè:

P(A) =

∫

A

π(ω)dω

Âåðîÿòíîñòü òîãî èëè èíîãî îòðåçêà íà ïðÿìîé âû÷èñëÿåòñÿ êàê

ïëîùàäü êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, èìåþùåé äàííûé îòðåçîê â

êà÷åñòâå îñíîâàíèÿ è îãðàíè÷åííîé ñâåðõó ãðà�èêîì �óíêöèè π(ω).
Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì òàêèì îáðàçîì çàäàþòñÿ

âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé, íàçûâàåòñÿ êîíòèíóàëüíûì.
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Ïðèìåðû �óíêöèé π

1. Ïðîñòðàíñòâî Ω ñóæàåòñÿ äî îòðåçêà [a, b]:

π(ω) =

{

1

b−a
, ω ∈ [a, b]

0, èíà÷å

Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé, âû÷èñëÿåìûõ êàê îòíîøåíèå äëèí

ìíîæåñòâ íàçûâàþò ãåîìåòðè÷åñêèìè

2.

π(ω) =
1√
2π

e−
ω
2

2

3. Ïðîñòðàíñòâî Ω = [0,∞)

π(ω) =

{

e−ω, ω ≥ 0

0, èíà÷å
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Êîíòèíóàëüíûå ïðîñòðàíñòâà

Ω = ℜn
. Âåðîÿòíîñòü òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ

âñïîìîãàòåëüíîé �óíêöèè π(ω), íî ω = (ω1, ω2, . . . , ωn)

1. π(ω) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî ω ∈ Ω

2.

∫ +∞

−∞

. . .

∫ +∞

−∞

π(ω)dω1 . . . dωn = 1

Âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé �óíêöèè:

P(A) =

∫ ∫ ∫

A

. . .

∫

π(ω)dω1 . . . dωn

Åñëè π ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå

D ⊂ ℜn
è 0 âíå åãî, òî âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ îïðåäåëÿåòñÿ

ãåîìåòðè÷åñêèì ñïîñîáîì:

P(A) =
λ(D)

λ(A)

λ(A) - n-ìåðíûé îáúåì ìíîæåñòâà A.
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Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî îáùåãî âèäà

Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî < Ω, S ,P >. Ω - ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ

èñõîäîâ ýêñïåðèìåíòà, S - ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ Ω, íàçûâàåìûõ
ñîáûòèÿìè. Âåðîÿòíîñòü P - ÷èñëîâàÿ �óíêöèÿ, îáëàñòüþ

îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ S . Àêñèîìû �óíêöèè âåðîÿòíîñòè:

1. P(A) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî A ∈ S

2. P(Ω) = 1

3. Ñ÷åòíàÿ àääèòèâíîñòü: åñëè ñîáûòèÿ A1,A2, . . . òàêîâû, ÷òî
AiAj = ∅, (i 6= j), ò.å. ïîïàðíî íåñîâìåñòíû, òî

P (∪∞

i=1Ai ) =

∞
∑

i=1

Ai
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Ñëåäñòâèå àêñèîì âåðîÿòíîñòè

1. P(∅) = 0

2. Àääèòèâíîñòü âåðîÿòíîñòè: äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî íàáîðà

ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé A1,A2, . . .An

P (∪n
i=1Ai ) =

n
∑

i=1

Ai

3. Äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A èìååò ìåñòî P(A) + P(Ā) = 1

4. Äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A è B: P(A ∪ B) = P(A) + P(B)− P(AB)

5. Åñëè A ⊂ B, òî P(A) ≤ P(B)

6. Ñâîéñòâî íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè

à) Åñëè ñîáûòèÿ A1,A2, . . . òàêîâû, ÷òî A1 ⊂ A2 ⊂ A3 . . . , òî
ñóùåñòâóåò

limn→∞P(An) = P (∪∞

i=1Ai )

á) Åñëè ñîáûòèÿ A1 ⊃ A2 ⊃ A3 . . . , òî ñóùåñòâóåò

limn→∞P(An) = P (∩∞

i=1Ai )
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Íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ

Íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ - ìåæäó êîòîðûìè îòñóòñòâóåò

ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííàÿ ñâÿçü.

Ñîáûòèÿ A è B íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè

P(AB) = P(A)P(B)

◮
Ïðèìåð íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé: Â áîëüøîé ãðóïïå ëþäåé

ïîðîâíó æåíùèí è ìóæ÷èí. 5% ëþäåé èìåþò �àìèëèþ,

íà÷èíàþùóþñÿ íà áóêâó "Ê". Íàóãàä âûáèðàåòñÿ ÷åëîâåê.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ýòî îêàæåòñÿ æåíùèíà ñ �àìèëèåé,

íà÷èíàþùåéñÿ íà "Ê"? Ñîáûòèå A - âûáðàíà æåíùèíà, ñîáûòèå

B - �àìèëèÿ íà÷èíàåòñÿ íà "Ê"P(AB) = 1/40

◮
Ñîáûòèÿ íå íåçàâèñèìû: Â áîëüøîé ãðóïïå ëþäåé ïîðîâíó

æåíùèí è ìóæ÷èí. Ñîáûòèå A - âûáðàíà æåíùèíà, ñîáûòèå C -

â ó ÷åëîâåêà èìååòñÿ þáêà â ãàðäåðîáå. (P(C ) ∼ 1/2)
Âåðîÿòíîñòü P(AC ) 6= 1/2 · 1/2

7 /10



Íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè ñîáûòèÿ

Çàìå÷àíèÿ:

1. �àçëè÷èå ïîíÿòèé íåñîâìåñòíûå è íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ.

Íåñîâìåñòíîñòü - ñâîéñòâî âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ìíîæåñòâ,

íåçàâèñèìîñòü - ñâîéñòâî íå òîëüêî ìíîæåñòâ, íî è âåðîÿòíîñòè,

çàäàííîé íà ýòèõ ìíîæåñòâàõ. Åñëè A è B íåñîâìåòíûå

ñîáûòèÿ, òî ñêîðåå âñåãî îíè çàâèñèìû!

2. Åñëè A è B íåçàâèñèìû, òî íåçàâèñèìû òàêæå A è B̄, Ā è B, Ā

è B̄

3. Ñîáûòèÿ A1,A2, . . .An íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè â

ñîâîêóïíîñòè, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà èíäåêñîâ

{i1, i2, . . . ik} ⊂ {1, 2, . . .n}, 2 ≤ k ≤ n âûïîëíÿêòñÿ

P(Ai1Ai2 . . .Aik ) = P(Ai1)P(Ai2) · · ·P(Aik )
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Çàäà÷è

◮
Â êâàäðàò ñ âåðøèíàìè (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1) íàóäà÷ó áðîøåíà
òî÷êà. Îáîçíà÷èì X è Y åå êîîðäèíàòû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â îáëàñòü, ëåæóùóþ öåëèêîì âíóòðè

êâàäðàòà, çàâèñèò ëèøü îò ïëîùàäè ýòîé îáëàñòè è

ïðîïîðöèîíàëüíà åé.

à) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ 0 < u < 1 è 0 < v < 1

P(X < u,Y < v) = P(X < u)P(Y < v) = uv

á) íàéòè äëÿ 0 < t < 1
1)P(|X − Y | < t)
2)P(XY < t)
3)P(max(X ,Y ) < t)
4)P(min(X ,Y ) < t)
â) íàéòè P(X + Y < t) äëÿ 0 < t < 2

◮
Íà îòðåçîê äëèíû l ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì áðîøåíû òðè òî÷êè.

Ïóñòü X ,Y ,Z - ðàññòîÿíèÿ äî ýòèõ òî÷åê îò ëåâîãî êîíöà

îòðåçêà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç îòðåçêîâ äëèíû X , Y

è Z ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê?
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Çàäà÷è

◮
Íà îòðåçîê åäèíè÷íîé äëèíû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì áðîøåíû

äâå òî÷êè, êîòîðûå äåëÿò îòðåçîê íà òðè ÷àñòè. Êàêîâà

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç ýòèõ ÷àñòåé ìîæíî ñîñòàâèòü

òðåóãîëüíèê?

◮
Ïóñòü ñîáûòèå A íå çàâèñèò îò ñàìîãî ñåáÿ. Äîêàçàòü, ÷òî òîãäà

P(A) ðàâíî 1 èëè 0.

◮
Èç îòðåçêà [0, 1] íàóãàä âûáèðàåòñÿ ÷èñëî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü,

÷òî â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà âòîðàÿ öè�ðà ïîñëå çàïÿòîé

áóäåò äâîéêîé?

◮
Ïóñòü e1 è e2 ðàâíû ñîîòâåñòâåííî ïåðâûì äâóì öè�ðàì ÷èñëà

ïîñëå çàïÿòîé èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Äîêàçàòü, ÷òî ñîáûòèÿ

e1 = 3 è e2 = 5 íåçàâèñèìûå.

◮
Ñòðåëîê A ïîðàæàåò ìèøåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.6, ñòðåëîê B

ïîðàæàåò ìèøåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.5, ñòðåëîê C ïîðàæàåò

ìèøåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.4. Ñòðåëêè äàëè çàëï ïî ìèøåíÿì.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðîâíî äâå ïóëè ïîïàëè â öåëü?
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Ëåêöèÿ 11. Ñõåìà Áåðíóëëè.

Âîæàêîâ Èâàí Ñåðãååâè÷

Êà÷óëèí Äìèòðèé Èãîðåâè÷

1/ 6



Ïîâòîðåíèå èñïûòàíèé

Ïðèìåðû çàäà÷:

1. Èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà ðàâíà 0.515,

äåâî÷êè - 0.485. Íåêîòîðàÿ ñóïðóæåñêàÿ ïàðà çàïëàíèðîâàëà

èìåòü 10 äåòåé. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî äåâî÷åê è ìàëü÷èêîâ

îêàæåòñÿ ïîðîâíó?

2. Ñòðåëîê â òèðå ïîïàäàåò â öåëü ñ âåðîÿòíîñòüþ p è

ïðîìàõèâàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1− p. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü,

÷òî ïðîèçîéäåò ðîâíî k ïîïàäàíèé çà n âûñòðåëîâ? k ìîæåò

ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ îò 0 äî n.

3. Èçãîòîâëåíî n äåòàëåé, ïðè÷åì êàæäàÿ èç íèõ íåçàâèñèìî îò

äðóãèõ îêàçûâàåòñÿ áðàêîâàííîé ñ âåðîÿòíîñòüþ p. Ñ êàêîé

âåðîÿòíîñòüþ ïðè ïðîâåðêå íà ïðèãîäíîñòü áóäåò îáíàðóæåíî k

áðàêîâàííûõ äåòàëåé?
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Ñõåìà Áåðíóëëè

Îáùèå ÷åðòû çàäà÷:

1. Â êàæäîé èìååòñÿ íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî n íåçàâèñèìûõ

èñïûòàíèé.

2. Êàæäîå èñïûòàíèå ìîæåò çàâåðøèòüñÿ îäíèì èç äâóõ

âîçìîæíûõ èñõîäîâ, íàçîâåì èõ óñëîâíî "óñïåõ"è "íåóñïåõ"

3. Âåðîÿòíîñòü "óñïåõà"íå ìåíÿåòñÿ îò èñïûòàíèÿ è ðàâíà p.

Sn - ÷èñëî óñïåõîâ, ðåàëèçîâàâøèõñÿ â n èñïûòàíèÿõ. Íåîáõîäèìî

íàéòè P(Sn = k), 0 ≤ k ≤ n

×èñëî ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 2n.
Âåðîÿòíîñòü îäíîãî ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà, â êîòîðîì k óñïåõîâ

P(ω) = pkqn−k

Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü P(Sn = k) = C k
n p

kqn−k
Ñîâîêóïíîñòü ÷èñåë

{C k

n
pkqn−k

, 0 ≤ k ≤ n} - áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
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Ñõåìà Áåðíóëëè

Ïðèìåð. Áðîñàåòñÿ ìîíåòà 6 ðàç. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ

îðëà 0, 1, . . . , 6 ðàç?

Íàéäåì, ïðè êàêîì k âåðîÿòíîñòü P(Sn = k) ìàêñèìàëüíà.
�àññìîòðèì ñîîòíøåíèå

αk =
P(Sn = k + 1)

P(Sn = k)

Ïðè αk ≥ 1 âåðîÿòíîñòü íåóáûâàåò, ïðè αk ≤ 1 âåðîÿòíîñòü

íåâîçðàñòàåò.

αk =
n − k

k + 1

p

q

Íåóáûâàåò ïðè k ≤ np − q, íåâîçðàñòàåò ïðè k ≥ np − q. Çíà÷åíèå k

(ò.ê. ìîæåò áûòü íåöåëûì) ñîîòâåòñòâóþùåå ìàêñèìàëüíîìó

çíà÷åíèþ âåðîÿòíîñòè k = [np − q] + 1 = [p(n + 1)]
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Çàäà÷è

◮
Ïðîèçâîäèòñÿ 8 âûñòðåëîâ ïî ðåçåðâóàðó ñ ãîðþ÷èì, ïðè÷åì

ïåðâîå ïîïàäàíèå âûçûâàåò òå÷ü, à âòîðîå - âîñïëàìåíåíèå

ãîðþ÷åãî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðåçåðâóàð áóäåò

ïîäîææåí, åñëè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðè îòäåëüíîì âûñòðåëå

p = 0.2.

◮
Äâîå èãðàþò â èãðó, ïîî÷åðåäíî áðîñàÿ ìîíåòó. Âûèãðàâøèì

ñ÷èòàåòñÿ òîò, êòî ïåðâûì ïîëó÷èò îðëà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî èãðà çàêîí÷èòñÿ íà k -îì áðîñàíèè. Êàêîâà

âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà äëÿ èãðîêà, íà÷èíàþùåãî èãðó?

◮
×òî âåðîÿòíåå, âûèãðàòü ó ðàâíîñèëüíîãî ïðîòèâíèêà 3 ïàðòèè

èç 4 èëè 5 ïàðòèé èç 8?

◮
10 ëþáèòåëåé ïîäëåäíîãî ëîâà ðûáû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà

ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàçìåùàþòñÿ íà ëüäó îçåðà, èìåþùåãî

�îðìó êðóãà ðàäèóñà 1 êì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íå

ìåíåå 5 ðûáàêîâ ðàñïîëîæàòñÿ íà ðàññòîÿíèå áîëåå 200 ìåòðîâ

îò áåðåãà?
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Çàäà÷è

◮
Øàõìàòèñòû A è B ðåøèëè ñûãðàòü ìåæäó ñîáîé ìàò÷.

Èçâåñòíî, ÷òî A âûèãðûâàåò êàæäóþ ïàðòèþ ó B ñ âåðîÿòíîñòüþ

2/3 è ñ âåðîñòíîñòüþ 1/3 ïðîèãðûâàåò. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ

ïîáåäû â ìàò÷å èãðîêó A íóæíî íàáðàòü 4 î÷êà, à B äëÿ ïîáåäû

äîñòàòî÷íî íàáðàòü 2 î÷êà (çà âûèãðûø â ïàðòèè äàåòñÿ î÷êî,

çà ïðîèãðûø - 0, íè÷üèõ íåò). �àâíû ëè øàíñû íà óñïåõ?

◮
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî k -ûé ïî ïîðÿäêó óñïåõ â ñåðèè

ïîñëåäîâàòåëüíûõ èñïûòàíèé Áåðíóëëè ïðîèçîéäåò íà l-ì

èñïûòàíèè.

◮
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â n èñïûòàíèÿõ ñõåìû Áåðíóëëè ñ

âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p ïîÿâÿòñÿ m + l óñïåõîâ, ïðè÷åì l óñïåõîâ

ïðîèçîéäåò â ïîñëåäíèõ l èñïûòàíèÿõ.
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Ëåêöèÿ 12. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Ïîëíàÿ

âåðîÿòíîñòü.

Âîæàêîâ Èâàí Ñåðãååâè÷

Êà÷óëèí Äìèòðèé Èãîðåâè÷

1/ 9



Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

A - íåêîòîðîå ñîáûòèå. Õîòèì çíàòü âåðîÿòíîñòü P(A) ïðîèçîéòè
ñîáûòèþ A â ýêñïåðèìåíòå. Çíàåì, ÷òî â ýêñïåðèìåíòå ïðîèçîøëî

ñîáûòèå B. Çíàíèå, ÷òî B ïðîèçîøëî ìîæåò ìåíÿòü âåðîÿòíîñòü

ñîáûòèÿ A.

Ïðèìåð 1: Èçâåñòíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå áðîñêà èãðàëüíîé êîñòè

âûïàëî ìåíåå ÷åòûðåõ î÷êîâ. Êàêîâà ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü, ÷òî

âûïàëî íå÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ?

Ñîáûòèå B = {1, 2, 3}. Íàñ èíòåðåñóåò, â êàêîé äîëå ñëó÷àåâ ïðè

íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ B ïðîèçîéäåò ñîáûòèå A. Âåðîÿòíîñòü, ÷òî

âûïàëî íå÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ 2/3.
Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ (âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè ÷òî

B ïðîèçîøëî) íàçûâàåòñÿ

P(A|B) =
P(AB)

P(B)
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Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Ïðèìåð.

Ñîáûòèå B = {1, 2, 3}, P(B) = 1/2. Cîáûòèå A = {1, 3, 5}.
Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ P(AB) = 2/6.

P(A|B) =
P(AB)

P(B)
=

1/3

1/2
=

2

3

Ïðèìåð 2: Èçâåñòíî, ÷òî íà äâóõ áðîøåííûõ èãðàëüíûõ êîñòÿõ â

ñóììå âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïðè ýòîì

âûïàë äóáëü?

Ñîáûòèå A - âûïàäåíèå äóáëÿ, ñîáûòèå B - âûïàäåíèå â ñóììå

÷åòíîãî ÷èñëà î÷êîâ.

P(A|B) =
P(AB)

P(B)
=

P(A)

P(B)
=

1/6

1/2
=

1

3
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Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Çàìå÷àíèÿ

P(A|B) =
P(AB)

P(B)

1. P(B) äîëæíî áûòü ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíîé P(B) > 0. Äëÿ
ñîáûòèé B, âåðîÿòíîñòü êîòîðûõ P(B) = 0 óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

íå ââîäèòñÿ

2. Äëÿ P(B) > 0 è äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé A è B âåðîÿòíîñòü

P(A|B) = P(A)

3. Åñëè ïðîèçîøëî ñîáûòèå B, òî ïðîñòðàíñòâî âîçìîæíûõ èñõîäîâ

ýêñïåðèìåíòà ñóæàåòñÿ äî ðàçìåðîâ ìíîæåñòâà B. Â �îðìóëå

1/P(B)- íîðìèðîâêà, P(AB) - èç ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ
ìíîæåñòâà A ìîãóò ïðîèçîéòè òîëüêî òå, êîòîðå âõîäÿò â B.
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Çàäà÷è

◮
Èçâåñòíî, ÷òî ïðè áðîñêå äâóõ èãðàëüíûõ êîñòåé íà ïåðâîé

êîñòè âûïàëà åäèíèöà. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ïðè ýòîì ñóììà

î÷êîâ íà äâóõ êîñòÿõ áóäåò ðàâíà äâóì.

◮
Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà î÷êîâ ïðè áðîñêå äâóõ êîñòåé ðàâíà äâóì. Ñ

êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ïðè ýòîì íà ïåðâîé êîñòè âûïàëà åäèíèöà?

◮
Ñòðåëîê A ïîðàæàåò ìèøåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.6, ñòðåëîê B

ïîðàæàåò ìèøåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.5, ñòðåëîê C ïîðàæàåò

ìèøåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.4. Ñòðåëêè äàëè çàëï ïî ìèøåíÿì. Â

ìèøåíü ïîïàëè ðîâíî äâå ïóëè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî

ïðîìàõíóëñÿ C?

◮
×òîáû íàéòè íóæíóþ êíèãó, ñòóäåíò ðåøèë îáîéòè 3

áèáëèîòåêè. Äëÿ êàæäîé áèáëèîòåêè îäèíàêîâî âåðîÿòíî, åñòü â

�îíäàõ ýòà êíèãà èëè íåò, è åñëè êíèãà åñòü â �îíäàõ, òî ñ

âåðîÿòíîñòüþ 0.5 îíà íå çàíÿòà äðóãèì ÷èòàòåëåì. Êàêîâà

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòóäåíò íàéäåò êíèãó, åñëè èçâåñòíî, ÷òî

áèáëèîòåêè êîìïëåêòóþòñÿ íåçàâèñèìî îäíà îò äðóãîé?
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Ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü.

A- ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî íåîáõîäèìî óçíàòü. Íàáîð

âñïîìîãàòåëüíûõ ñîáûòèé H1,H2, . . . ,Hn -áóäåì íàçûâàòü

ãèïîòåçàìè. Îíè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1. HiHj = ∅, i 6= j

2. A ⊂ ∪n
i=1

Hi

Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:

P(A) =

n∑

i=1

P(A|Hi )P(Hi )
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Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Ïðèìåð.

Ïðèìåð: Íà ïðåäïðèÿòèè ðàáîòàåò n ðàáî÷èõ, êîòîðûå äåëàþò

îäèíàêîâûå èçäåëèÿ. Çà ñìåíó ïåðâûé ðàáî÷èé èçãîòîâèë k1
äåòàëåé, âòîðîé - k2, . . . n - ûé ðàáî÷èé èçãîòîâèë kn äåòàëåé.

Èçäåëèå, èçãîòîâëåííîå ïåðâûì ðàáî÷èì ñ âåðîÿòíîñòüþ p1
îêàçûâàåòñÿ áðàêîâàííûì, äëÿ âòîðîãî ðàáî÷åãî âåðîÿòíîñòü áðàêà

p2 è ò.ä. Â êîíöå ñìåíû âñå äåòàëè ññûïàëè â îäèí áóíêåð. Êàêîâà

âåðîÿòíîñòü, ÷òî íàóãàä âûáðàííîå èçäåëèå îêàæåòñÿ áðàêîâàííûì?

Ñîáûòèå A - âûáðàííîå èçäåëèå áðàêîâàííîå. Ïóñòü ãèïîòåçà Hi -

äåòàëü èçãîòîâèë i ðàáî÷èé.

1. HiHj = ∅, i 6= j

2. ∪n
i=1

Hi = Ω ⊃ A

P(Hi ) =
ki

k
, k =

n∑

i=1

ki

P(A|Hi ) = pi , òîãäà

P(A) =

n∑

i=1

pi
ki

k
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Çàäà÷è

◮
Ìàñòåð â ñðåäíåì óñïåâàåò âûòî÷èòü 100 äåòàëåé çà ñìåíó,

ñòàæ¼ð � 80 äåòàëåé, à ó÷åíèê � 70. Ïðè ýòîì ìàñòåð äåëàåò

áðàêîâàííóþ äåòàëü ñ âåðîÿòíîñòüþ 1%, ñòàæ¼ð � ñ

âåðîÿòíîñòüþ 5%, à ó÷åíèê � ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/7. Âñå

âûòî÷åííûå äåòàëè ñêëàäûâàþòñÿ â îäíó êîðîáêó. Íàéòè

âåðîÿòíîñòü èçâëå÷åíèÿ èç êîðîáêè áðàêîâàííîé äåòàëè.

◮
Èç óðíû, ñîäåðæàùåé 3 áåëûõ è 2 ÷åðíûõ øàðà, ïåðåëîæåíû 2

âûòÿíóòûõ íàóäà÷ó øàðà â óðíó, ñîäåðæàùóþ 4 áåëûõ è 4 ÷åðíûõ

øàðà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü âûíóòü èç âòîðîé óðíû áåëûé øàð.

◮
Èç n ýêçàìåíàöèîííûõ áèëåòîâ ñòóäåíò çíàåò m, ïîýòîìó åñëè

îí çàéäåò ïåðâûì íà ýêçàìåí, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ m/n âûòàùèò

"õîðîøèé"áèëåò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âûòàùèòü

"õîðîøèé"áèëåò, åñëè ñòóäåíò çàéäåò íà ýêçàìåí âòîðûì?
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Çàäà÷è

◮
Èçâåñòíî, ÷òî 34 % ëþäåé èìåþò ïåðâóþ ãðóïïó êðîâè, 37 % -

âòîðóþ, 21 % - òðåòüþ è 8 % ÷åòâåðòóþ. Áîëüíîìó ñ ïåðâîé

ãðóïïîé ìîæíî ïåðåëèâàòü òîëüêî êðîâü ïåðâîé ãðóïïû, ñî

âòîðîé - êðîâü ïåðâîé è âòîðîé ãðóïï, ñ òðåòüåé - ñ ïåðâîé è

òðåòüåé ãðóïï, è ÷åëîâåêó ñ ÷åòâåðòîé ãðóïïîé êðîâè ìîæíî

ïåðåëèâàòü êðîâü ëþáîé ãðóïïû. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî

ïðîèçâîëüíî âçÿòîìó áîëüíîìó ìîæíî ïåðåëèòü êðîâü

ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî äîíîðà?

◮
Ñòðåëîê À ïîðàæàåò ìèøåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.6, ñòðåëîê Â - ñ

âåðîÿòíîñòüþ 0.5, ñòðåëîê Ñ - ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.4. Ñòðåëêè äàëè

çàëï ïî ìèøåíè. Ïóñòü èçâåñòíî, ÷òî äâå ïóëè èç òðåõ ïîïàëè â

öåëü. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïðîìàõíóëñÿ Ñ?

◮
Ïîñòðîèòü ãðà�èê �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà èñïûòàíèé

Áåðíóëëè, ïðîèçâîäèìûõ äî ïîÿâëåíèÿ ïåðâîãî óñïåõà

âêëþ÷èòåëüíî.

◮
Âûðàçèòü ÷åðåç �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X

âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ P(a < X < b).
◮

Ìîãóò ëè �óíêöèè

f (y) = 1

2
e−|y|

, f (y) = e−y
, f (y) = cosy , f (y) = 1

áûòü ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Ëåêöèÿ 13. Ôîðìóëà Áàéåñà.

Âîæàêîâ Èâàí Ñåðãååâè÷

Êà÷óëèí Äìèòðèé Èãîðåâè÷

1/ 6



Çàäà÷è

◮
Ìàñòåð â ñðåäíåì óñïåâàåò âûòî÷èòü 100 äåòàëåé çà ñìåíó,

ñòàæ¼ð � 80 äåòàëåé, à ó÷åíèê � 70. Ïðè ýòîì ìàñòåð äåëàåò

áðàêîâàííóþ äåòàëü ñ âåðîÿòíîñòüþ 1%, ñòàæ¼ð � ñ

âåðîÿòíîñòüþ 5%, à ó÷åíèê � ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/7. Âñå

âûòî÷åííûå äåòàëè ñêëàäûâàþòñÿ â îäíó êîðîáêó. Íàéòè

âåðîÿòíîñòü èçâëå÷åíèÿ èç êîðîáêè áðàêîâàííîé äåòàëè.

◮
Èç óðíû, ñîäåðæàùåé 3 áåëûõ è 2 ÷åðíûõ øàðà, ïåðåëîæåíû 2

âûòÿíóòûõ íàóäà÷ó øàðà â óðíó, ñîäåðæàùóþ 4 áåëûõ è 4 ÷åðíûõ

øàðà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü âûíóòü èç âòîðîé óðíû áåëûé øàð.

◮
Èç n ýêçàìåíàöèîííûõ áèëåòîâ ñòóäåíò çíàåò m, ïîýòîìó åñëè

îí çàéäåò ïåðâûì íà ýêçàìåí, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ m/n âûòàùèò

"õîðîøèé"áèëåò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âûòàùèòü

"õîðîøèé"áèëåò, åñëè ñòóäåíò çàéäåò íà ýêçàìåí âòîðûì?

◮
Íåêîòîðîå íàñåêîìîå ñ âåðîÿòíîñòüþ

λ
k

k! e
−λ

îòêëàäûâàåò k ÿèö,

ãäå k = 0, 1, 2, . . . ,, à ÷èñëî λ ïîëîæèòåëüíî. Âåðîÿòíîñòü

ðàçâèòèÿ ïîòîìêà èç ÿéöà ðàâíà p. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî ó íàñåêîìîãî áóäåò ðîâíî m ïîòîìêîâ?
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Ôîðìóëà Áàéåñà

Åñòü ñîáûòèå A è íàáîð ãèïîòåç H1,H2, . . . ,Hn, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèÿì

1. HiHj = ∅, i 6= j

2. A ⊂ ∪n
i=1Hi

Âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç P(H1),P(H2), . . . ,P(Hn) - àïðèîðíûå
(äîîïûòíûå) Âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç, ïîñëå òîãî êàê íåêîòîðîå ñîáûòèå

A ïðîèçîøëî P(H1|A),P(H2|A), . . . ,P(Hn|A) - àïîñòåðèîðíûå
(ïîñëåîïûòíûå, ó÷èòûâàþùèå ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà).

Àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ãèïîòåç íàõîäÿòñÿ ïî �îðìóëå Áàéåñà

P(Hi |A) =
P(A|Hi )P(Hi )∑n

j=1 P(A|Hj)P(Hj)
=

P(A|Hi )P(Hi )

P(A)

Äîêàçàòåëüñòâî.

P(Hi |A) =
P(HiA)
P(A) , P(HiA) = P(A|Hi )P(Hi )
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Ôîðìóëà Áàéåñà. Ïðèìåð.

Ïðèìåð: Íà ïðåäïðèÿòèè ðàáîòàåò n ðàáî÷èõ, êîòîðûå äåëàþò

îäèíàêîâûå èçäåëèÿ. Çà ñìåíó ïåðâûé ðàáî÷èé èçãîòîâèë k1
äåòàëåé, âòîðîé - k2, . . . n - ûé ðàáî÷èé èçãîòîâèë kn äåòàëåé.

Èçäåëèå, èçãîòîâëåííîå ïåðâûì ðàáî÷èì ñ âåðîÿòíîñòüþ p1
îêàçûâàåòñÿ áðàêîâàííûì, äëÿ âòîðîãî ðàáî÷åãî âåðîÿòíîñòü áðàêà

p2 è ò.ä. Â êîíöå ñìåíû âñå äåòàëè ññûïàëè â îäèí áóíêåð.

Âûáðàííàÿ íàóãàä äåòàëü îêàçàëàñü áðàêîâàííîé. Êàêîâà

âåðîÿòíîñòü, ÷òî åå èçãîòîâèë i - ûé ðàáî÷èé?

�åøåíèå. Ïî �îðìóëå Áàéåñà:

P(Hi |A) =
pi

ki
k

∑n

j=1 pj
kj
k
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Çàäà÷è

◮
Ìàñòåð â ñðåäíåì óñïåâàåò âûòî÷èòü 100 äåòàëåé çà ñìåíó,

ñòàæ¼ð � 80 äåòàëåé, à ó÷åíèê � 70. Ïðè ýòîì ìàñòåð äåëàåò

áðàêîâàííóþ äåòàëü ñ âåðîÿòíîñòüþ 1%, ñòàæ¼ð � ñ

âåðîÿòíîñòüþ 5%, à ó÷åíèê � ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/7. Âñå

âûòî÷åííûå äåòàëè ñêëàäûâàþòñÿ â îäíó êîðîáêó. Èçâëå÷åííàÿ

ñëó÷àéíûì îáðàçîì äåòàëü îêàçàëàñü áðàêîâàííîé. Íàéòè, ñ

êàêîé âåðîÿòíîñòüþ îíà èçãîòîâëåíà ìàñòåðîì, ñòàæ¼ðîì è

ó÷åíèêîì.

◮
Èçâåñòíî, ÷òî 34% ëþäåé èìååþò ïåðâóþ ãðóïïó êðîâè, 37% -

âòîðóþ, 21% - òðåòüþ è 8% - ÷åòâåðòóþ. Áîëüíîìó ñ ïåðâîé

ãðóïïîé ìîæíî ïåðåëèâàòü êðîâü ïåðâîé ãðóïïû, ñî âòîðîé -

êðîâü ïåðâîé è âòîðîé ãðóïï, ñ òðåòüåé - êðîâü ïåðâîé è òðåòüåé

ãðóïï, è ÷åëîâåêó ñ ÷åòâåðòîé ãðóïïîé ìîæíî ïåðåëèâàòü êðîâü

ëþáîé ãðóïïû. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïðîèçâîëüíî âçÿòîìó

áîëüíîìó ìîæíî ïåðåëèòü êðîâü ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî

äîíîðà?

◮
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 5% âñåõ ìóæ÷èí è 0.25% âñåõ æåíùèí -

äàëüòîíèêè. Íàóãàä âûáðàííîå ëèöî ñòðàäàåò äàëüòîíèçìîì.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ýòî ìóæ÷èíà? Ñ÷èòàòü, ÷òî ìóæ÷èí è

æåíùèí îäèíàêîâîå ÷èñëî.
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Çàäà÷è

◮
Íåêîòîðîå íàñåêîìîå ñ âåðîÿòíîñòüþ

λ
k

k! e
−λ

îòêëàäûâàåò k ÿèö,

ãäå k = 0, 1, 2, . . . ,, à ÷èñëî λ ïîëîæèòåëüíî. Âåðîÿòíîñòü

ðàçâèòèÿ ïîòîìêà èç ÿéöà ðàâíà p. Ó íàñåêîìîãî ðàçâèëîñü 10

ïîòîìêîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî áûëî îòëîæåíî 20 ÿèö?

◮
Ïî êàíàëó ñâÿçè ìîæåò áûòü ïåðåäàíà îäíà èç òð¼õ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóêâ: ÀÀÀÀ, ÂÂÂÂ, CCCC, ïðè÷¼ì

àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè êàæäîé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâíû

0.3, 0.4, 0.3 ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî äåéñòâèå øóìîâ íà

ïðè¼ìíîå óñòðîéñòâî óìåíüøàåò âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî

ïðè¼ìà êàæäîé èç ïåðåäàííûõ áóêâ äî 0,6, à âåðîÿòíîñòü

ïðè¼ìà ïåðåäàííîé áóêâû çà äâå äðóãèå, óâåëè÷èâàåòñÿ äî 0,2 è

0,2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áóêâû èñêàæàþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò

äðóãà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áûëà ïåðåäàíà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÀÀÀÀ, åñëè íà ïðè¼ìíîì óñòðîéñòâå

ïîëó÷åíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÀÂÑÀ.

6/ 6



Ëåêöèÿ 14. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è åå çàêîí

ðàñïðåäåëåíèÿ.

Âîæàêîâ Èâàí Ñåðãååâè÷

Êà÷óëèí Äìèòðèé Èãîðåâè÷

1 /11



Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ïðèìåðû.

Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé X íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ,

çàäàííàÿ íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ Ω è ïðèíèìàþùàÿ

çíà÷åíèÿ â ℜ (çíà÷åíèÿ ±∞ èñêëþ÷àþòñÿ). Ò.å. êàæäîìó

ýëåìåíòàðíîìó èñõîäó ω ñòàâèòñÿ â ñîîòâåñòâèå ÷èñëî X (ω) ∈ ℜ.

Ïîä ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ïîíèìàåòñÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùåå â

ðåçóëüòàòå îïûòà íåêîòîðîå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå.

◮
×èñëî î÷êîâ, âûïàäàþùèõ íà èãðàëüíîé êîñòè. Ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî èç çíà÷åíèé 1, 2, . . . , 6

◮
×èñëî íàñòóïëåíèé ñîáûòèÿ A ïðè n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî èç çíà÷åíèé

0, 1, 2, . . . , n

◮
×èñëî âûñòðåëîâ, ïðîèçâîäèìûõ äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ â öåëü.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå öåëîå

ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå.

◮
�àññòîÿíèå îò öåíòðà ìèøåíè äî òî÷êè ïîïàäàíèÿ. Ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå èëè

íîëü.
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Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

×òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X íóæíî

1. Óêàçàòü å¼ âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ. y1, y2, . . .

2. Óêàçàòü íàñêîëüêî ÷àñòî ïðèíèìàþòñÿ ýòè çíà÷åíèÿ, ò.å.

âåðîÿòíîñòè ñîáîûòèé X = yi

pi = P(X = yi ) (i = 1, 2, . . . )

Åñëè ïåðå÷èñëåííû âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû X , òî

ñîáûòèÿ X = xi - íåñîâìåñòíû è åäèíñòâåííî âîçìîæíû, ò.å. ñóììà

∑

i pi = 1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé, åñëè

ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ èëè ñ÷åòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

y1, y2, . . . òàêàÿ, ÷òî
∞
∑

i=1

P(X = yi ) = 1

Ñîîòíîøåíèå, óñòàíàâëèâàþùåå ñâÿçü ìåæäó çíà÷åíèåì ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû è âåðîÿòíîñòÿìè ýòèõ çíà÷åíèé, íàçûâàþò çàêîíîì

ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
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Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Òàáëè÷íîå è

ãðà�è÷åñêîå èçîáðàæåíèå çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ.

×èñëî çíà÷åíèé êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå. Òàáëè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå

çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ.

çíà÷åíèå y1 y2 y3 . . .
âåðîÿòíîñòü p1 p2 p3 . . .

Ïðèìåð 1. X - ÷èñëî î÷êîâ, âûïàäàþùèõ íà èãðàëüíîé êîñòè.

Ïðèìåð 2. X - ÷èñëî âûñòðåëîâ ïî öåëè äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ.

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðè îòäåëüíîì âûñòðåëå ðàâíà p.

�ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ p = q = 1/2.
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Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé (äèñêðåòíîé èëè íåïðåðûâíîé) ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû X .

Èçâåñòíî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X , åñëè äëÿ

ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë a ≤ b ìû ìîæåì íàõîäèòü âåðîÿòíîñòè âèäà

P(ω : a ≤ X (ω) ≤ b) = P(a ≤ X ≤ b) = P(X ∈ [a, b]).

×òîáû çíàòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X - äîñòàòî÷íî

çíàòü âñåãî îäíó �óíêöèþ - �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû.

Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ

FX (y) = P(X < y),−∞ < X < ∞
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Ñâîéñòâà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

1. 0 ≤ FX (y) ≤ 1 äëÿ âñåõ çíà÷åíèé y .

2. Åñëè y1 < y2, òî FX (y1) ≤ FX (y2). Ò.å. �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
ìîíîòîííî íåóáûâàåò.

3. Ñóùåñòâóþò ïðåäåëû limy→−∞FX (y) = 0, limy→∞FX (y) = 1

4. Äëÿ ëþáîãî y FX (y − 0) = FX (y). Ò.å. �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
íåïðåðûâíà ñëåâà.

5. FX (y + 0) = P(X ≤ y) è P(X = y) = FX (y + 0)− FX (y − 0).
Çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè â òî÷êå y ðàâíà çíà÷åíèþ ñêà÷êà �óíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ â ýòîé òî÷êå.

6.

P(X ∈ [a, b)) = FX (b)− FX (a)
P(X ∈ [a, b]) = FX (b + 0)− FX (a)
P(X ∈ (a, b]) = FX (b + 0)− FX (a+ 0)
P(X ∈ (a, b)) = FX (b)− FX (a+ 0)
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Çàäà÷è.

1. Ïîñòðîèòü �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ÷èñëà î÷êîâ, âûïàâøèõ

íà îäíîé èãðàëüíîé êîñòè.

2. Ïîñòðîèòü �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ êîëè÷åñòâà ¾îðëîâ¿,

âûïàâøèõ â ñåðèè èç äâóõ áðîñêîâ ìîíåòû.

3. Ïîñòðîèòü �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ êîëè÷åñòâà ¾îðëîâ¿,

âûïàâøèõ â ñåðèè N=3 áðîñêîâ ìîíåòû.

4. Ïîñòðîèòü �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ÷èñëà î÷êîâ, âûïàâøèõ

íà äâóõ èãðàëüíûõ êîñòÿõ.

5. Èãðîê âûèãðûâàåò î÷êî, åñëè ïðè ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû

âûïàäàåò "îðåë è ïðîèãðûâàåò î÷êî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïîñòðîèòü ãðà�èê �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììàðíîãî

âûèãðûøà èãðîêà ïîñëå 2 áðîñêîâ ìîíåòû.

6. Ïîñòðîèòü ãðà�èê �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà èñïûòàíèé

Áåðíóëëè, ïðîèçâîäèìûõ äî ïîÿâëåíèÿ ïåðâîãî óñïåõà

âêëþ÷èòåëüíî.
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Ïðèìåðû äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

1. Âûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ia, åñëè P(X = a) = 1

2. �àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè. Bp ,

åñëè P(X = 1) = p,P(X = 0) =
1− p, 0 < p < 1

3. Áèíîìèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Bn,p , åñëè P(X = k) =
C k
n p

k(1− p)n−k , k = 0, 1, . . . , n
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Ïðèìåðû äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

4. �àñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà. Πλ,

åñëè P(X = k) = λk

k!
e−λ, k =

0, 1, 2, . . . , λ > 0. (÷èñëî çâîíêîâ
ïîñòóïèâøèõ îïåðàòîðó, ÷èñëî

÷àñòèö, çàðåãèñòðèðîâàííûõ

ïðèáîðîì, ÷èñëî îñîáåé

áèîëîãè÷åñêîé ïîïóëÿöèè)

5. �åîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.

Gp , åñëè

P(X = k) = (1 − p)pk−1, k =
1, 2, 3, . . . , 0 < p < 1 (÷èñëî

èñïûòàíèé â ñõåìå Áåðíóëëè äî

ïåðâîãî íåóñïåõà)

9 /11



Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Åñëè âñå çíà÷åíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïðèíàäëåæàò

íåêîòîðîìó ïðîìåæóòêó îò a äî b, òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X:

M(X ) =

∫ b

a

xf (x)dx

Ìàòàìàòè÷åñêîå îæèäàíèå - îïðåäåëÿåò ñðåäíåå çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû Õ

Äèñïåðñèÿ - îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Õ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ

D(X ) = M(X 2)− (M(X ))2

Cðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå

σ(X ) =
√

D(X )
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Çàäà÷è.

1. Âðåìÿ â ãîäàõ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïðèáîðà ïîä÷èíåíî

ïîêàçàòåëüíîìó çàêîíó, ò.å. ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû òàêîâà: f (t) = 2e−2t
ïðè t ≥ 0 è f (t) = 0

ïðè t < 0.
1) Íàéòè �îðìóëó �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû.

2) Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðèáîð ïðîðàáîòàåò íå

áîëåå ãîäà.

3) Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðèáîð áåçîòêàçíî

ïðîðàáîòàåò 3 ãîäà.

4) Îïðåäåëèòü ñðåäíåå îæèäàåìîå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû

ïðèáîðà.
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Ëåêöèÿ 15. Äèñêðåòíàÿ, íåïðåðûâíàÿ,

ñìåøàííàÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Âîæàêîâ Èâàí Ñåðãååâè÷

Êà÷óëèí Äìèòðèé Èãîðåâè÷
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Ïðèìåðû äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

1. Âûðîæäåííîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ia, åñëè P(X = a) = 1

2. �àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè. Bp ,

åñëè P(X = 1) = p,P(X = 0) =
1− p, 0 < p < 1

3. Áèíîìèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Bn,p , åñëè P(X = k) =
C k
n p

k(1− p)n−k , k = 0, 1, . . . , n
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Ïðèìåðû äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

4. �àñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà. Πλ,

åñëè P(X = k) = λk

k! e
−λ, k =

0, 1, 2, . . . , λ > 0. (÷èñëî çâîíêîâ
ïîñòóïèâøèõ îïåðàòîðó, ÷èñëî

÷àñòèö, çàðåãèñòðèðîâàííûõ

ïðèáîðîì, ÷èñëî îñîáåé

áèîëîãè÷åñêîé ïîïóëÿöèè)

5. �åîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.

Gp , åñëè

P(X = k) = (1 − p)pk−1, k =
1, 2, 3, . . . , 0 < p < 1 (÷èñëî

èñïûòàíèé â ñõåìå Áåðíóëëè äî

ïåðâîãî íåóñïåõà)
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Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

�àññìîòðèì íåïðåðûâíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó X , �óíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîé FX (y)ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîé è

äè��åðåíöèðóåìîé.

Ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

ϕX (y) = F ′
X (y)

íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû X .

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñëè åå �óíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ FX (y) íåïðåðûâíà íà âñåé ÷èñëîâîé î÷è, à ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ ϕX (y) = F ′
X (y) ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà âñþäó,

êðîìå, ìîæåò áûòü, äèñêðåòíîãî ìíîæåñòâà òî÷åê.
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Âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë �óíêöèè ïëîòíîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè.

ϕX (y) = lim∆y→0
FX (y +∆y)− FX (y)

∆y
= lim∆y→0

P(y < X < y +∆y)

∆y

ò.å. ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X ðàâíà ïðåäåëó

îòíîøåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ âåëè÷èíû X â èíòåðâàë

(y , y +∆y) ê ∆y , ïðè ∆y ñòåìÿùåìñÿ ê íóëþ.

Çíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè âåëè÷èíû X âû÷èñëèì

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X óäîâëåòâîðÿåò

íåðàâåíñòâàì α ≤ X < β:

P(α ≤ X < β) = FX (β)− FX (α) =

∫ β

α

F ′
X (y)dy =

∫ β

α

ϕX (y)dy

yy+Δy
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Ñâîéñòâà �óíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè.

1. ϕX (y) ≥ 0 (êàê ïðîèçâîäíàÿ íåóáûâàþùåé �óíêöèè)

2.

∫ ∞

−∞

ϕX (y)dy = 1

3.

FX (y) =

∫ y

−∞

ϕX (t)dt

4. Ñëåäñòâèå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà

P(α ≤ X < β) = FX (β)− FX (α) =

∫ β

α

F ′
X (y)dy =

∫ β

α

ϕX (y)dy

Ò.å. ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè åñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ èíòåãðèðóåìàÿ

�óíêöèÿ, ïëîùàäü ïîä ãðà�èêîì êîòîðîé ðàâíà 1.
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Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. Çàäà÷è.

◮
Òî÷êà áðîñàåòñÿ íàóãàä (áåç ïðèöåëèâàíèÿ) íà îòðåçîê [0, 1].
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X - àáñöèññà òî÷êè ïîïàäàíèÿ (ñ÷èòàåòñÿ,

÷òî áðîñàåìàÿ òî÷êà îáÿçàòåëüíî ïîïàäàåò íà îòðåçîê [0, 1]).
Íàéòè �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû è åå ïëîòíîñòü.

◮
Ïîêàçàòåëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ

âåðîÿòíîñòè

ϕX (y) =

{

0, y < 0

Ae−λy , 0 ≤ y

ãäå A è λ ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû. Ñ÷èòàÿ λ > 0 çàäàííîé, íàéòè

A è ïîñòðîèòü �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

◮
Ìîãóò ëè �óíêöèè à)ϕX (y) =

1
2e

−|y|
, á) ϕX (y) = e−y

, â)

ϕX (y) = cos(y), ã) ϕX (y) ≡ 1 áûòü ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ?
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Ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

1. �àâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà

îòðåçêå [a, b]. Ïëîòíîñòü:

ua,b(t) =

{

1
b−a

, t ∈ [a, b]

0, èíà÷å

Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â

ïðîìåæóòîê [c , d ] ⊂ [a, b]

P(X ∈ [c , d ]) =
d − c

b − a

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Ua,b(y) =











0, y ≤ a
y−a
b−a

y ∈ [a, b]

1, y > b

.
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Ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

2. Íîðìàëüíîå (ãàóññîâñîå) ðàñïðåäåëåíèå.

Ïëîòíîñòü:

ϕα,σ2(t) =
1√
2πσ

e
− (t−α)2

2σ2 ,−∞ < t < ∞

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Φα,σ2(y) =
1√
2πσ

∫ y

−∞

e
− (t−α)2

2σ2

ïðè α = 0, σ = 1 èìååì Φ0,1 - ñòàíäàðòíîå

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:

Φ0,1(y) =
1√
2π

∫ y

−∞

e−
t2

2

P(|Y | < 3) = 0.9973 Y = X−α
σ

Ïðàâèëî òðåõ

ñèãì:

P(|X − α| < 3σ) = 0.9973

.
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Ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

3. Ïîêàçàòåëüíîå (ýêñïîíåíöèàëüíîå)

ðàñïðåäåëåíèå. Ïëîòíîñòü:

eα(t) =

{

αe−αt , t > 0

0, t ≤ 0

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ:

Eα(y) =

{

0, y ≤ 0,

1− e−αy , y > 0

.
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Ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

3. Ïîêàçàòåëüíîå (ýêñïîíåíöèàëüíîå) ðàñïðåäåëåíèå.

Ïîêàçàòåëüíî ðàñïðåäåëåíû äëèòåëüíîñòè òåëå�îííûõ ðàçãîâîðîâ,

ïðîìåæóòêè ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè îáñëóæèâàíèÿìè êëèåíòîâ,

âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïðèáîðà.

Ïóñòü X - âðåìÿ ðàáîòû ëàìïî÷êè. È ïóñòü ëàìïà óæå ïðîðàáîòàëà

y âðåìåíè

P(X ≥ y) = e−αy

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ëàìïà åùå ïðîðàáîòàåò t âðåìåíè:

P(X ≥ y + t|X ≥ y) =
P(X ≥ y + t,X ≥ y)

P(X ≥ y)
=

(X ≥ y + t)

P(X ≥ y)
=

=
e−α(y+t)

e−αy
= e−αt = P(X ≥ t)

11/15



Ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

4. �àììà ðàñïðåäåëåíèå. Ïëîòíîñòü:

γα,λ(t) =

{

αλ

Γ(λ) t
λ−1e−αt , t > 0

0, t ≤ 0

α > 0, λ > 0 �àììà �óíêöèÿ Ýéëåðà

Γ(λ) =

∫ ∞

0

tλ−1e−tdt

Ñâîéñòâî Γ(λ+ 1) = λΓ(λ)
(äëÿ öåëûõ Γ(n + 1) = n!) Ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ:

Γα,λ(y) =

∫ y

0

γα,λ(t)dt

.
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Ïðèìåðû íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

5. �àñïðåäåëåíèå Êîøè. Ïëîòíîñòü:

k(t) =
1

π

1

1 + t2
,−∞ < t < ∞

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ:

K (y) =
1

2
+

1

π
arctgy

.
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Ñìåøàííûé òèï ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îòíîñèòñÿ ê ñìåøàííîìó òèïó, åñëè ïðè

âñåõ çíà÷åíèÿõ y

F (y) = αF1(y) + βF2(y)

ãäå F1(y) - íåïðåðûâíàÿ, F2(y) - äèñêðåòíàÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ,

α ≥ 0, β ≥ 0, α+ β = 1
Ïðèìåð:

14/15



Çàäà÷è

1. Ïëîòíîñòü Γ-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè α, n ðàâíà

f (y) =
αn

(n − 1)!
yn−1e−αy

ïðè y > 0 è f (y) = 0 ïðè y ≤ 0. Íàéòè �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ.

2. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

îêàæåòñÿ öåëûì, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíà èìååò íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå?

3. Íà îòðåçîê äëèíû l ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì áðîñàþòñÿ äâå òî÷êè.

Íàéòè �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè.

4. Â êðóã ðàäèóñà R íàóãàä áðîàñàåòñÿ òî÷êà. Íàéòè �óíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðîññòîÿíèÿ ýòîé òî÷êè äî

öåíòðà êðóãà.

5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Õ èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå. Íàéòè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòè

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí |X |, X 2
, sin(X ).
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Ëåêöèÿ 16. Ìíîãîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è

ïëîòíîñòè. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Âîæàêîâ Èâàí Ñåðãååâè÷

Êà÷óëèí Äìèòðèé Èãîðåâè÷
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Ñëó÷àéíûé âåêòîð. Ìíîãîìåðíàÿ �óíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ñëó÷àéíûé âåêòîð - âñÿêèé âåêòîð X = (X1,X2, . . . ,Xn),
êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà X (ìíîãîìåðíîé

�óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ) íàçûâàåòñÿ

FX1,X2,...,Xn
(y1, y2, . . . , yn) = P(X1 < y1,X2 < y2, . . . ,Xn < yn)

Ñâîéñòâà:

1.

0 ≤ FX1,X2,...,Xn
(y1, y2, . . . , yn) ≤ 1

2. Äëÿ y1 < z1, y2 < z2, . . . , yn < zn

FX1,X2,...,Xn
(y1, y2, . . . , yn) ≤ FX1,X2,...,Xn

(z1, z2, . . . , zn)

3.

limyn→−∞FX1,X2,...,Xn
(y1, y2, . . . , yn) = 0

limyn→∞FX1,X2,...,Xn
(y1, y2, . . . , yn) = FX1,X2,...,Xn−1(y1, y2, . . . , yn−1)
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Íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1,X2, . . . ,Xníåçàâèñèìû, åñëè äëÿ ëþáûõ

B1 ⊂ ℜ,B2 ⊂ ℜ, . . . ,Bn ⊂ ℜ ñîáûòèÿ {X1 ∈ B1},
{X2 ∈ B2}, . . . , {Xn ∈ Bn} íåçàâèñèìû:

P(X1 ∈ B1,X2 ∈ B2, . . . ,Xn ∈ Bn) = P(X1 ∈ B1)P(X2 ∈ B2) · · ·P(Xn ∈ Bn)

Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1,X2, . . . ,Xn íåçàâèñèìû, òî

FX1,X2,...,Xn
(y1, y2, . . . , yn) = FX1(y1)FX2(y2) . . .FXn

(yn)

Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1,X2, . . . ,Xníåçàâèñèìû, åñëè

äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ýòèõ âåëè÷èí:

P(X1 = y1,X2 = y2, . . . ,Xn = yn) = P(X1 = y1)P(X2 = y2) . . .P(Xn = yn)

�àñïðåäåëåíèå äâóìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü

òàáëèöåé, ââîäÿ âåðîÿòíîñòè pij = P(X = xi ,Y = yj), i , j = 1, 2, . . .

X/Y y1 y2 . . .
x1 p11 p12 . . .
x2 p21 p22 . . .
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Ìàòåìàòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä äèñêðåòíûìè

ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè

◮
Ïðîèçâåäåíèåì kX ñëó÷àéíîé âåëè÷èû X íà ïîñòîÿííóþ k

íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

kxi ñ òåìè æå âåðîÿòíîñòÿìè.

◮ m - îé ñòåïåíüþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X , ò.å. Xm
íàçûâàåòñÿ

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ xmi ñ òåìè æå

âåðîÿòíîñòÿìè pi .

◮
Ñóììîé, (ðàçíîñòüþ èëè ïðîèçâåäåíèåì) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X

è Y íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò âñå

âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âèäà xi + yi , (xi − yi ) èëè xiyi ñ

âåðîÿòíîñòÿìè pij òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèìåò

çíà÷åíèå xi , à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y ïðèìåò çíà÷åíèå yi :

pij = P({X = Xi}{Y = yi})

Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íåçàâèñèìû, òî

pij = P({X = xi}{Y = yi}) = P({X = Xi})P({Y = yi}) = piqj
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Çàäà÷è

◮
Çàäàí çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X :

xi -2 1 2

pi 0.5 0.3 0.2

Íàéòè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí à) Y = 3X , á) Y = X 2

◮
Çàäàíû çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y :

xi 0 2 4

pi 0.5 0.2 0.3

yi -2 0 2

qi 0.1 0.6 0.2

Íàéòè çàêîí

ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí à) Z = X − Y , á) Z = XY

◮
Äèñêðåòíîå ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

(X ,Y ) çàäàåòñÿ òàáëèöåé:

X/Y -1 0 1

-1 7/24 1/12 1/8

1 1/8 1/6 5/24

Íàéòè à) îäíîìåðíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ X è Y , á) çàêîí

ðàñïðåäåëåíèÿ X + Y , â) çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Z = X 2
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Ïëîòíîñòü ìíîãîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ FX1,X2,...,Xn
(y1, y2, . . . , yn) íàçûâàåòñÿ

àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé, åñëè äëÿ âñåõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà

FX1,X2,...,Xn
(y1, y2, . . . , yn) =

∫ y1

−∞

∫ y2

−∞

. . .

∫ yn

−∞

fX1,X2,...,Xn
(t1, t2, . . . , tn)dt1dt2 . . .

Ïëîòíîñòü ìíîãîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

fX1,X2,...,Xn
(t1, t2, . . . , tn) =

∂FX1,X2,...,Xn
(t1, t2, . . . , tn)

∂t1∂t2 . . . ∂tn

Ñâîéñòâà ìíîãîìåðíûõ ïëîòíîñòåé

1. fX1,X2,...,Xn
(t1, t2, . . . , tn) ≥ 0

2.

∫

∞

−∞

∫

∞

−∞
. . .

∫

∞

−∞
fX1,X2,...,Xn

(t1, t2, . . . , tn)dt1dt2 . . . dtn = 1
3.

P((X1,X2, . . .Xn) ∈ B) =

∫ ∫

B

. . .

∫

fX1,X2,...,Xn
(t1, t2, . . . , tn)dt1dt2 . . . dtn

äëÿ ëþáîãî ïðÿìîóãîëüíèêà B ⊂ ℜn
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Ñâîéñòâà ìíîãîìåðíûõ ïëîòíîñòåé

Ñâîéñòâà ìíîãîìåðíûõ ïëîòíîñòåé

4. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1,X2, . . . ,Xn èìåþò àáñîëþòíî

íåïðåðûâíîå ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî îíè íåçàâèñèìû òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

fX1,X2,...,Xn
(t1, t2, . . . , tn) = fX1(t1)fX2(t2) . . . fXn

(tn)

5. Ïîëó÷åíèå ïëîòíîñòè ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, åñëè èçâåñòíà n -

ìåðíàÿ ïëîòíîñòü:

fX1,X2,...,Xn−1(t1, t2, . . . , tn−1) =

∫

∞

−∞

fX1,X2,...,Xn
(t1, t2, . . . , tn)dtn

Ïðèìåð - ìíîãîìåðíîå ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

f (t1, t1, . . . , tn) =
1

(2π)n/2
exp

[

−
1

2

n
∑

i=1

t2i

]

=

n
∏

i=1

ϕ0,1(ti )
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Ïðåîáðàçîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ïóñòü X - íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ

âåðîÿòíîñòè ϕX (t), à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y = f (X ). Íåîáõîäèìî
íàéòè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y

1. Ïóñòü �óíêöèÿ f (x) - ñòðîãî ìîíîòîííà, íåïðåðûâíà è

äè��åðåíöèðóåìà íà îòðåçêå [a, b]. Ïóñòü f ′(x) > 0. Òîãäà �óíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ GY (t)ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y = f (X )

GY (t) = P(Y < t) =

{

∫ t

c
gY (u)du ïðè c ≤ t ≤ d

0 ïðè t < c

ãäå gY (t) - ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y
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Ïðåîáðàçîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Åñëè c ≤ t ≤ d , òî

GY (t) = P(Y < t) = P(f (X ) < t) = P(X < f −1(t)) =

∫ f −1(t)

d

ϕX (u)du

ãäå �óíêöèÿ f −1(t) - �óíêöèÿ, îáðàòíàÿ f (x) íà îòðåçêå [a, b]. Ïî
òåîðåìå î ïðîèçâîäíîé èíòåãðàëà ïî ïåðåìåííîìó âåðõíåìó èíäåêñó:

gY (t) = G ′

Y (t) = ϕX [f
−1(t)]· | [f −1(t)]′ |

Âñå ðàññóæäåíèÿ îáîáùàþòñÿ è íà áåñêîíå÷íûå ïðåäåëû.

GY (t) = P(Y < t) = P(f (X ) < t) = P(X < f −1(−∞, t)) =

=

∫

f −1(−∞,t)

ϕX (u)du
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Ïðèìåð ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X îáëàäàåò ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ

ϕX (t). Íîâàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y = aX + b. Íàéäåì gY (t).
1. a > 0

GY (t) = P(aX + b < t) = P(X <
t − b

a
) =

∫
t−b
a

−∞

ϕX (u)du =

=

∫ t

−∞

1

a
ϕX (

v − b

a
)dv

2. a < 0

GY (t) = P(aX + b < t) = P(X >
t − b

a
) =

∫

∞

t−b
a

ϕX (u)du =

=

∫

−∞

t

1

a
ϕX (

v − b

a
)dv =

∫ t

−∞

1

|a|
ϕX (

v − b

a
)dv

Òî åñòü

gY (t) =
1

|a|
ϕx (

t − b

a
)
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Ïðåîáðàçîâàíèå ãàóññîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé

1. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Φα,σ2
, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y = (X − α)/σ èìååò ñòàíäàðòíîå

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Φ0,1.

2. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå Φ0,1, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X = σY + α
ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó Φα,σ2

.

3. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Φα,σ2
, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y = AX + B ðàñïðåäåëåíà ïî

íîðìàëüíîìó çàêîíó ΦAα+B,A2σ2
.
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Ïðåîáðàçîâàíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ïóñòü X - íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ

âåðîÿòíîñòè ϕX (t), à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y = f (X ). Íåîáõîäèìî
íàéòè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y

2. Ïóñòü �óíêöèÿ f (x) - íåìîíîòîííà, òî îáðàòíàÿ �óíêöèÿ

y = f −1(x) íåîäíîçíà÷íà è åå ÷èñëî çàâèñèò îò òîãî, êàêîå ÷èñëî y

âçÿòî:

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè â ýòîì ñëó÷àå:

gY (t) =

k
∑

i

ϕX [f
−1
i (t)] | [f −1(t)]′ |

k - ÷èñëî çíà÷åíèé îáðàòíîé �óíêöèè f −1(t), ñîîòâåòñòâóþùèõ
íåêîòîðîìó t. f −1

i (t) - çíà÷åíèÿ îáðàòíîé �óíêöèè ïðè äàííîì t
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Çàäà÷è

◮
Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû Y = 1−X 3
, åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà

ïî çàêîíó Êîøè ñ ïëîòíîñòüþ

k(t) =
1

π

1

1 + t2
,−∞ < t < ∞

◮
Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû Y = X 2
, åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî

ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó Φ0,1

◮
Íàéòè �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû Y = cos(X ), åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëíà

ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0, π].
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Ëåêöèÿ 17. Ôîðìóëà ñâ¼ðòêè. Ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è åãî ñâîéñòâà.

Âîæàêîâ Èâàí Ñåðãååâè÷

Êà÷óëèí Äìèòðèé Èãîðåâè÷

1 /10



Ñâ¼ðòêà

X è Y - íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ �óíêöèÿìè

ðàñïðåäåëåíèÿ FX è FY . Íåîáõîäèìî íàéòè FX+Y .

Ïðèìåð äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ïðèíèìàþò öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ñ

âåðîÿòíîñòÿìè P(X = k) = pk , P(Y = k) = qk , k = 0, 1, 2, . . . .
Íàéòè P(X + Y = k).

P(X +Y = k) = P({X = 0}, {Y = k})∪P({X = 1}, {Y = k−1})∪ . . .

· · · ∪ P({X = k}, {Y = 0}) =

=

k
∑

i=0

P({X = i}, {Y = k−i}) =
k

∑

i=0

P(X = i)P(Y = k−i) =

k
∑

i=0

piqk−i

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë {rk =
∑k

i=0 piqk−i , k = 0, 1, 2 . . .}
íàçûâàåòñÿ ñâ¼ðòêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {pk , k = 0, 1, 2 . . .} è

{qk , k = 0, 1, 2 . . .}

2 /10



Ñâ¼ðòêà

X è Y - íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ �óíêöèÿìè ïëîòíîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ fX è fY . Òîãäà

fX+Y (t) =

∫

∞

−∞

fX (u)fY (t − u)du =

∫

∞

−∞

fY (v)fX (t − v)dv

Äîêàçàòåëüñòâî:

FX+Y (y) = P(X + Y < y) = P((X ,Y ) ∈ (u, v) : u + v < t) =

=

∫

u+v<t

∫

fX ,Y (u, v)dudv =

∫

u+v<t

∫

fX (u)fY (v)dudv =

=

∫

∞

−∞

fX (u)

∫ y−u

−∞

fY (v)dvdu =

∫

∞

−∞

fX (u)

∫ y

−∞

fY (t − u)dtdu =

=

∫ y

−∞

[
∫

∞

−∞

fX (u)fY (v)du

]

dt
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Çàäà÷è

1. Òî÷êó áðîñàþò íàóäà÷ó â êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 1, ñòîðîíû

êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû îñÿì X è Y , à öåíòð èìååò êîîðäèíàòó

(0, 0). Íàéòè �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X , Y , X + Y .

2. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1 è X2 íåçàâèñèìû è èìåþò

ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà Πλ1 , Πλ2 . Ïîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà Y = X1 + X2 èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà Πλ1+λ2 .

3. Ïóñòü X è Y - íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå

ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ îäíîé è òîé æå êîíñòàíòîé α:

fX (t) = αe−αt , fY (t) = αe−αt

Íàéòè �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z = X + Y .

4. Ïóñòü X è Y - íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå

ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Φ0,1. Íàéòè ïëîòíîñòü

âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z = X + Y .

5. Ïóñòü X è Y - íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå

ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå Φ0,1. Íàéòè ïëîòíîñòü

âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Z = X 2 + Y 2
.
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Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X äèñêðåòíà, è ìîæåò ïðèíèìàòü

çíà÷åíèÿ y1, y2, . . .
∞
∑

k=1

P(X = yk ) = 1

Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X

íàçûâàåòñÿ

EX =

∞
∑

k=1

ykP(X = yk)

åñëè ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî:

∞
∑

k=1

|yk |P(X = yk ) < ∞

Èíà÷å ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íå

ñóùåñòâóåò.
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Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Áåðíóëëè. Ò.å.

P(X = 1) = p,P(X = 0) = (1− p). Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X :

EX = 1 · p + 0 · (1− p) = p

2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò áèíîìèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ò.å. P(X = k) = C k
n p

k (1− p)n−k
. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X :

EX =

∞
∑

k=1

kC k
n p

k(1− p)n−k =

n
∑

k=1

n(n − 1)!

(k − 1)!(n − k)!
pk(1− p)n−k =

= np

n−1
∑

m=0

Cm
n−1p

m(1 − p)n−1−m = np
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Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íåïðåðûâíà. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

fX (t)
Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ

EX =

∫

∞

−∞

tfX (t)dt

åñëè:

∫

∞

−∞

|t|fX (t)dt < ∞

Èíà÷å ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íå

ñóùåñòâóåò.
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Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó Φα,σ2
.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X :

EX =
1√
2πσ

∫

∞

−∞

te
(t−α)2

2σ2 dt =
1√
2πσ

∫

∞

−∞

(t − α)e
(t−α)2

2σ2 dt+

+
1√
2πσ

∫

∞

−∞

αe
(t−α)2

2σ2 dt = α
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Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

1. Ìàò. îæèäàíèå êîíñòàíòû ðàâíî êîíñòàíòå. P(X = C ) = 1, òî
EX = C

2. Ëèíåéíîñòü. E (αX + β) = αEX + β

3. Ìàò. îæèäàíèå ñóììû ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí åñòü ñóììà

ìàòîæèäàíèé ýòèõ âåëè÷èí. Ò.å. E (X + Y ) = EX + EY

4. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû, òî

E (X · Y ) = EX · EY
5. Åñëè X ≥ Y , òî EX ≥ EY

6. Åñëè EX = 0 è X ≥ 0, òî P(X = 0) = 1
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Çàäà÷è

Âû÷èñëèòü ìàò. îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé:

à) ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè

á) áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

â) ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

ã) ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

ä) ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [a, b]
å) ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì α

æ) íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè α, σ2

ç) ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå
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Ëåêöèÿ 18. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è åãî ñâîéñòâà. Äèñïåðñèÿ.

Âîæàêîâ Èâàí Ñåðãååâè÷

Êà÷óëèí Äìèòðèé Èãîðåâè÷
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Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X äèñêðåòíà, è ìîæåò ïðèíèìàòü

çíà÷åíèÿ y1, y2, . . .
∞
∑

k=1

P(X = yk ) = 1

Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X

íàçûâàåòñÿ

EX =

∞
∑

k=1

ykP(X = yk)

åñëè ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî:

∞
∑

k=1

|yk |P(X = yk ) < ∞

Èíà÷å ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íå

ñóùåñòâóåò.
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Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Áåðíóëëè. Ò.å.

P(X = 1) = p,P(X = 0) = (1− p). Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X :

EX = 1 · p + 0 · (1− p) = p

2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ò.å.

P(X = k) = C k
n p

k(1 − p)n−k
. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X :

EX =

∞
∑

k=1

kC k

n p
k(1− p)n−k =

n
∑

k=1

n(n − 1)!

(k − 1)!(n − k)!
pk(1− p)n−k =

= np

n−1
∑

m=0

Cm

n−1p
m(1 − p)n−1−m = np
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Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X íåïðåðûâíà. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

fX (t)
Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ

EX =

∫

∞

−∞

tfX (t)dt

åñëè:

∫

∞

−∞

|t|fX (t)dt < ∞

Èíà÷å ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íå

ñóùåñòâóåò.
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Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó Φα,σ2
.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X :

EX =
1√
2πσ

∫

∞

−∞

te
(t−α)2

2σ2 dt =
1√
2πσ

∫

∞

−∞

(t − α)e
(t−α)2

2σ2 dt+

+
1√
2πσ

∫

∞

−∞

αe
(t−α)2

2σ2 dt = α
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Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

1. Ìàò. îæèäàíèå êîíñòàíòû ðàâíî êîíñòàíòå. P(X = C ) = 1, òî
EX = C

2. Ëèíåéíîñòü. E (αX + β) = αEX + β

3. Ìàò. îæèäàíèå ñóììû ëþáûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí åñòü ñóììà

ìàòîæèäàíèé ýòèõ âåëè÷èí. Ò.å. E (X + Y ) = EX + EY

4. Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû, òî

E (X · Y ) = EX · EY
5. Åñëè X ≥ Y , òî EX ≥ EY

6. Åñëè EX = 0 è X ≥ 0, òî P(X = 0) = 1
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Ìîìåíòû

Ìîìåíòîì k-ãî ïîðÿäêà äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X

íàçûâàåòñÿ

EX k =
∑

i

yk

i P(X = yi )

Ìîìåíòîì k-ãî ïîðÿäêà àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ

EX k =

∫

∞

−∞

tk fX (t)dt

Ìîìåíò k-ãî ïîðÿäêà ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

E |X |k < ∞
Âåëè÷èíà E (X − EX )k íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì k -ãî

ïîðÿäêà.
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Äèñïåðñèÿ

Âòîðîé öåíòðàëüíûé ìîìåíò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íàçûâàåòñÿ

äèñïåðñèåé

DX = E (X − EX )2

Äèñïåðñèÿ ïîêàçûâàåò, íà ñêîëüêî âåëèê ðàçáðîñ çíà÷åíèé

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

DX = E (X − EX )2 = E (X 2 − 2XEX + (EX )2) = EX 2 − (EX )2

Äèñïåðñèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X :

DX =

∞
∑

i=1

(yi − EX )2P(X = yi ) =

∞
∑

i=1

y2
i
P(X = yi )− (EX )2

Äèñïåðñèÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X :

DX =

∫

∞

−∞

(t − EX )2fX (t)dt =

∫

∞

−∞

t2fX (t)dt − (EX )2

Âåëè÷èíà

√
DX íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì óêëîíåíèåì.
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Ñâîéñòâà äèñïåðñèè

1. Äèñïåðñèÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà DX ≥ 0

2. Äèñïåðñèÿ êîíñòàíòû ðàâíà íóëþ DC = 0, ò.ê. EC = C

3. Åñëè DX = 0, òî P(X = C ) = 1 äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C

4. D(αX + β) = α2DX

5. Åñëè X è Y íåçàâèñèìû, òî D(X ± Y ) = DX + DY

Äîêàçàòåëüñòâî:

D(X ± Y ) = E (X ± Y − E (X ± Y ))2 = E ((X − EX )± (Y − EY ))2 =

= E (X − EX )2 + E (Y − EY )2 ± 2E ((X − EX )(Y − EY ))

Êîâàðèàöèÿ Cov(E ,X ) = E ((X − EX )(Y − EY )) äëÿ äâóõ

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà íóëþ:

Cov(E ,X ) = E ((X − EX )(Y − EY )) = E (X − EX )E (Y − EY ) = 0
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Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ äèñïåðñèè

1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè.

Âû÷èñëèì äèñïåðñèþ:

EX 2 = 1 ·p+0 · (1−p) = p, EX = p, DX = p−p2 = p(1−p)

2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó

Φα,σ2
. Âû÷èñëèì äèñïåðñèþ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ñëó÷àéíóþ

âåëè÷èíó Y = X−α

σ
. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y ðàñïðåäåëåíà ïî

ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó çàêîíó Φ0,1. Ò.ê. X = σY + α, òî

DX = σ2DY

EY 2 =
1√
2π

∫

∞

−∞

t2e−
t
2

2 dt = − 1√
2π

∫

∞

−∞

td
(

e−
t
2

2

)

=

= − 1√
2π

te−
t
2

2 |∞
−∞

+
1√
2π

∫

∞

−∞

e−
t
2

2 dt = 1
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Çàäà÷è

1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà. Âû÷èñëèòü

ìàò. îæèäàíèå è äèñïåðñèþ.

2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò �åîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.

Âû÷èñëèòü ìàò. îæèäàíèå è äèñïåðñèþ.

3. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà

îòðåçêå [a, b]. Âû÷èñëèòü ìàò. îæèäàíèå è äèñïåðñèþ.

4. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ

ïàðàìåòðîì α. Âû÷èñëèòü ìàò. îæèäàíèå è äèñïåðñèþ.

5. Íà îòðåçîê äëèíû l ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì áðîñàþòñÿ äâå

òî÷êè. Íàéòè �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè.

Âû÷èñëèòü ìàò. îæèäàíèå è äèñïåðñèþ.

6. Â êðóã ðàäèóñà R áðîñàåòñÿ òî÷êà. Âû÷èñëèòü ìàò. îæèäàíèå è

äèñïåðñèþ äëÿ ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà êðóãà äî òî÷êè.
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Ëåêöèÿ 19. Êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè

Âîæàêîâ Èâàí Ñåðãååâè÷

Êà÷óëèí Äìèòðèé Èãîðåâè÷
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Êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè

Êîý��èöèåíòîì êîððåëÿöèè íàçûâàåòñÿ

ρ(X ,Y ) =
Cov(X ,Y )√
DX · DY

=
E ((X − EX )(Y − EY ))√

DX · DY
=

E (XY )− EXEY√
DX · DY

Ââîäèòñÿ òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò âòîðûå ìîìåíòû EX
2
, EY

2
è

DX > 0,DY > 0(ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X èY íå êîíñòàíòû)

Äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y íåîáõîäèìî

çíàòü ñîâìåñòíóþ �óíêöèþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.ê.

E (XY ) =

∫
∞

−∞

∫
∞

−∞

fX ,Y (u, v)dudv
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Ñâîéñòâà êîý��èöèåíòà êîððåëÿöèè

1. Êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè íå ìîæåò ïðåâûøàòü 1

|ρ(X ,Y )| ≤ 1

2. |ρ(X ,Y )| = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñëóÿàéíûå âåëè÷èíû

ëèíåéíî ñâÿçàíû, ò.å. äëÿ íåêîòîðûõ a 6= 0 è b Y = aX + b

3. Åñëè X è Y íåçàâèñèìû, òî

ρ(X ,Y ) = 0

(îáðàòíîå íå óòâåðæäåíèå íå èìååò ìåñòà)
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Çàäà÷è

1. Äèñêðåòíîå ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

(X ,Y ) çàäàåòñÿ òàáëèöåé:

X/Y -1 0 1

-1 7/24 1/12 1/8

1 1/8 1/6 5/24

Íàéòè êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè.

2. Òî÷êà áðîñàåòñÿ â òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (0, 0),
(0, 1) è (2, 0). Íàéòè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòè

äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò òî÷êè. Âû÷èñëèòü êîý��èöèåíò

êîððåëÿöèè.
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Ëåêöèÿ 20. Ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè. Çàêîí

áîëüøèõ ÷èñåë. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ

òåîðåìà.

Âîæàêîâ Èâàí Ñåðãååâè÷

Êà÷óëèí Äìèòðèé Èãîðåâè÷
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Ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1,X2, . . . çàäàíû íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì

ïðîñòðàíñòâå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Xn} ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíå X , åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ǫ > 0

P(|Xn − X | ≥ ǫ) → 0, ïðè n → ∞

Îáîçíà÷åíèå: Xn
P−→ X

Ïðèìåð: Ïðîñòðàíñòâî Ω = [0, 1]. Äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà A ⊂ Ω,
âåðîÿòíîñòü P(A) = λ(A)- äëèíà èíòåðâàëà. Ïóñòü ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû Xn(ω):

Xn(ω) =

{

1, ω ∈ [0, 1
n
]

0, èíà÷å

X (ω) = 0.
1) Åñëè ǫ > 1, òî P(|Xn − X | ≥ ǫ) = 0
2) Åñëè ǫ ≤ 1, òî P(|Xn − X | ≥ ǫ) = 1

n
→ 0, ïðè n → ∞
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Ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè

1. Åñëè Xn
P−→ X , Yn

P−→ Y , òî Xn + Yn
P−→ X + Y

2. X
(1)
n

P−→ a1, X
(2)
n

P−→ a2 , X
(k)
n

P−→ ak , �óíêöèÿ g : ℜk → ℜ
íåïðåðûâíà â òî÷êå a = (a1, a2, . . . , ak). Òîãäà ïðè n → ∞

g(X (1)
n ,X (2)

n , . . . ,X (k)
n )

P−→ g(a1, a2, . . . , ak)

3. Åñëè Xn
P−→ a, à ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αn → 0, òî

αnXn → 0

ïðè n → ∞
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Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë

Òåîðåìà (Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë)

Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1,X2, . . . íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåíû è EX 2
i < ∞. Ïóñòü a = EXi , Sn =

∑n

i=1 Xi . Òîãäà ïðè

n → ∞
Sn

n
→ a

Òåîðåìà (Áåðíóëëè)

Ïóñòü Sn - ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ ñõåìû Áåðíóëëè, p-

âåðîÿòíîñòü óñïåõà â îäíîì èñïûòàíèè. Òîãäà ïðè n → ∞

Sn

n
→ p
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Çàäà÷à

Ïóñòü ñëó÷àéíûå íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû X1,X2, . . . èìåþò

îäèíàêîâîå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0, 1]. Íàéòè
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1 +X2 è

X1 + X2 + X3.
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Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà (Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà)

Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1,X2, . . . íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåíû è EX 2
1 < ∞. Ïóñòü a = EX1, Sn =

∑n

i=1 Xi , σ
2 = DX

Òîãäà äëÿ ëþáîãî y ïðè n → ∞

P(
Sn − na

σ
√
n

< y) → Φ0,1(y) =
1√
2π

∫ y

−∞

e−
t2

2 dt

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé P(α ≤ Sn ≤ β) óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ
ñëåäóþùåé �îðìîé:

P(A ≤ Sn − na

σ
√
n

≤ B) → 1√
2π

∫ B

A

e−
t2

2 dt

ãäå

A =
α− na

σ
√
n

B =
β − na

σ
√
n
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Òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà

×àñòíûé ñëó÷àé Öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû:

Òåîðåìà (Ìóàâðà-Ëàïëàñà)

Ïóñòü Sn- ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ ñõåìû Áåðíóëëè, à p -

âåðîÿòíîñòü óñïåõà â îäíîì èñïûòàíèè. Òîãäà ïðè n → ∞:

P(A ≤ Sn − np
√

np(1− p)
≤ B) → 1√

2π

∫ B

A

e−
t2

2 dt
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Ïðèìåð

Â íåêîòîðîì ïðîèçâîäñòâå âåðîÿòíîñòü äëÿ îòäåëüíîé äåòàëè

îêàçàòüñÿ áðàêîâàííîé ðàâíà 0.005. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â

ïàðòèè èç 10000 äåòàëåé áðàêîâàííûõ îêàæåòñÿ íå áîëåå 70?

p = 0.005, n = 10000,
√

np(1− p) ≈ 7.05 np = 50

Íåîáõîäèìî íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî êîëè÷åñòâî áðàêîâàííûõ äåòàëåé

(m) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 0 ≤ m ≤ 70. Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé
Ìóàâðà-Ëàïëàñà

P(−7.09 ≤ m − np
√

np(1− p)
≤ 2.84) ≈ 1√

2π

∫ 2.84

−7.09

e−
t2

2 dt

Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü P = 0.9977
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Çàäà÷è

1. Èãðàëüíàÿ êîñòü áðîñàåòñÿ n = 8000 ðàç. Íåîáõîäèìî íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷àñòîòà âûïàäåíèÿ öè�ðû 6 áóäåò

îòêëîíÿòüñÿ îò âåðîÿòíîñòè

1
6 íå áîëåå ÷åì íà

1
80 .

2. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü ïðè îòäåëüíîì âûñòðåëå ðàâíà

0.63. Ñêîëüêî âûñòðåëîâ íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè, ÷òîáû ñ

âåðîÿòíîñòüþ 0.9 ïîëó÷èòü íå ìåíåå 10 ïîïàäàíèé?

3. Èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà ïðèìåðíî ðàâíà

0.515. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè 10000 íîâîðîæäåííûõ

îêàæåòñÿ ìàëü÷èêîâ íå áîëüøå ÷åì äåâî÷åê?

4. Äëÿ ëèöà, äîæèâøåãî äî äâàäöàòèëåòíåãî âîçðàñòà, âåðîÿòíîñòü

ñìåðòè íà 21-ì ãîäó æèçíè ðàâíà 0.006. Çàñòðàõîâàíà ãðóïïà

10000 ëèö 20-ëåòíåãî âîçðàñòà, ïðè÷åì êàæäûé çàñòðàõîâàííûé

âíåñ 1200 ðóáëåé ñòðàõîâûõ âçíîñîâ çà ãîä. Â ñëó÷àå ñìåðòè

çàñòðàõîâàííîãî ëèöà, ðîäñòâåííèêàì âûïëà÷èâàåòñÿ ñóììà â

100000 ðóáëåé. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

à) ê êîíöó ãîäà ñòðàõîâîå ó÷ðåæäåíèå îêàæåòñÿ â óáûòêå?

á)åãî äîõîä ïðåâûñèò 6000000 ðóáëåé?
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Ïðèáëèæåíèå Ïóàññîíà â ñõåìå Áåðíóëëè

Òåîðåìà (Ïóàññîíà)

Ïóñòü â ñõåìå Áåðíóëëè n → ∞ è ïðè ýòîì p = p(n) → 0 òàê, ÷òî

np(n) → λ > 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k = 1, 2, . . .

P(Sn = k) = C k
n p

k (1− p)n−k → λk

k!
e−λ
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Çàäà÷à

Èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü âûïóñêà ñâåðëà ïîâûøåííîé õðóïêîñòè

(áðàê) ðàâíà 0.02. Ñâåðëà óêëàäûâàþòñÿ â êîðîáêè ïî 100 øòóê.

à) ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â êîðîáêå íå îêàæåòñÿ

áðàêîâàííûõ ñâåðë?

á) Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ñâåðë íóæíî êëàñòü â êîðîáêó äëÿ

òîãî, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé 0.9, â íåé áûëî íå ìåíåå

100 èñïðàâíûõ?
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