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Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Íåìíîãèå çàäà÷è â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ðåøàþòñÿ òî÷íî è ïîýòîìó
èñïîëüçóþò ïðèáëèæåííûå ìåòîäû. Îäíèì èç îñíîâíûõ ïðèáëèæåííûõ
ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé.
×àñòî ìîæíî ðàçäåëèòü ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû íà äâå ÷àñòè

Ĥ = Ĥ0 + V̂ , (1)

ãäå äëÿ Ĥ0 ìû çíàåì ðåøåíèå

Ĥ0ψ
(0)
n = E

(0)
n ψ

(0)
n , (2)

à ÷àñòü V̂ , íàçûâàåìàÿ âîçìóùåíèåì (íàïðèìåð äëÿ àòîìà âîäîðîäà
äîáàâêà ñâÿçàíà ñ âíåøíèì ýëåêòðè÷åñêèì èëè ìàãíèòíûì ïîëåì),
ÿâëÿåòñÿ â íåêîòîðîì ñìûñëå ìàëîé. Äëÿ êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷è
óñëîâèå ìàëîñòè ýòîé äîáàâêè áóäóò ñâîè.
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Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Åñëè âåëè÷èíà V̂ íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî ìû ïîëüçóåìñÿ
ñòàöèîíàðíîé òåîðèåé âîçìóùåíèÿ, íàõîäÿ ïîïðàâêè ê óðîâíÿì
ýíåðãèè è âîëíîâûì ôóíêöèÿì. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ðåøàåòñÿ
ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.
Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì ïàðàìåòð λ çàïèñûâàÿ

Ĥ = Ĥ0 + λV̂ , (3)

ψn = ψ
(0)
n + λψ

(1)
n + λ2ψ

(2)
n + ..., (4)

En = E
(0)
n + λE

(1)
n + λ2E

(2)
n + .... (5)

Âåðõíèé èíäåêñ óêàçûâàåò íà íîìåð ïðèáëèæåíèÿ.
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Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé

ψ
(0)
n � ψ

(1)
n � ψ

(2)
n ..., (6)

E
(0)
n � E

(1)
n � E

(2)
n .... (7)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåøàÿ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

Ĥψn =
(
Ĥ0 + λV̂

)
·
(
ψ
(0)
n + λψ

(1)
n + λ2ψ

(2)
n + ...

)
= Enψn =

=
(
E
(0)
n + λE

(1)
n + λ2E

(2)
n + ...

)
·
(
ψ
(0)
n + λψ

(1)
n + λ2ψ

(2)
n + ...

)
(8)

ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ñëåäóåò ïðèðàâíèâàòü ÷ëåíû
ñ îäèíàêîâûìè ñòåïåíÿìè λ.
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Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Ïðèðàâíèâàÿ ÷ëåíû λ1 ïîëó÷àåì

Ĥ0ψ
(1)
n + V̂ψ

(0)
n = E

(0)
n ψ

(1)
n + E

(1)
n ψ

(0)
n . (9)

Âîëíîâûå ôóíêöèè íåâîçìóùåííîé ñèñòåìû ψ
(0)
n îáðàçóþò ïîëíûé

íàáîð, ïî êîòîðîìó ìîæíî ðàçëîæèòü âîëíîâûå ôóíêöèè ïåðâîãî
ïðèáëèæåíèÿ

ψ
(1)
n =

∑
m

c
(1)
m ψ

(0)
m . (10)

Óìíîæèì óðàâíåíèå (9) ñëåâà íà ψ
(0)∗
n , ïðîèíòåãðèðóåì ïî

êîîðäèíàòàì è, èñïîëüçóÿ îðòîãîíàëüíîñòü âîëíîâûõ ôóíêöèé∫
ψ
(0)∗
n ψ

(0)
m d3r = δmn, (11)
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Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé

ïîëó÷èì ïîïðàâêó ïåðâîãî ïîðÿäêà ê ýíåðãèè (èñïîëüçîâàëè óðàâíåíèå
(2) )

E
(1)
n =

∫
ψ
(0)∗
n V̂ψ

(0)
n d3r ≡ Vnn. (12)

Óìíîæèì óðàâíåíèå (9) ñëåâà íà ψ
(0)∗
k , k 6= n, è ðàññìàòðèâàÿ ñëó÷àé

íåâûðîæäåííûõ ñîñòîÿíèé E
(0)
n 6= E

(0)
k , ïîëó÷èì

c
(1)
k =

Vkn

E
(0)
n − E

(0)
k

, k 6= n. (13)

Ñëåäîâàòåëüíî ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ê âîëíîâîé ôóíêöèè ðàâíà

ψ
(1)
n =

∑
m 6=n

Vmn

E
(0)
n − E

(0)
m

ψ
(0)
m . (14)
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Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü ðàâíà
íóëþ. Òîãäà ìû èùåì ïîïðàâêó âòîðîãî ïîðÿäêà, ïðèðàâíèâàÿ â
óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà (8) ÷ëåíû ïîðÿäêà λ2

Ĥ0ψ
(2)
n + V̂ψ

(1)
n = E

(0)
n ψ

(2)
n + E

(1)
n ψ

(1)
n + E

(2)
n ψ

(0)
n . (15)

Ðàçëàãàåì ïîïðàâêó âòîðîãî ïîðÿäêà ê âîëíîâîé ôóíêöèè ïî ïîëíîìó
íàáîðó íåâîçìóùåííûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé

ψ
(2)
n =

∑
m

c
(2)
m ψ

(0)
m . (16)

Óìíîæèì óðàâíåíèå (15) ñëåâà íà ψ
(0)∗
n , ïðîèíòåãðèðóåì ïî

êîîðäèíàòàì, ïîëó÷àÿ

E
(2)
n =

∫
ψ
(0)∗
n V̂ψ

(1)
n d3r − E

(1)
n

∫
ψ
(0)∗
n ψ

(1)
n d3r . (17)
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Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Ïîñëåäíèé ÷ëåí ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûì íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó
óñëîâèÿ íîðìèðîâêè âîëíîâîé ôóíêöèè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

1 =

∫
ψ∗nψnd

3r =

∫
ψ
(0)∗
n ψ

(0)
n d3r+

+λ

(∫
ψ
(0)∗
n ψ

(1)
n d3r +

∫
ψ
(1)∗
n ψ

(0)
n d3r

)
= 1 + c

(1)
n +

(
c
(1)
n

)∗
(18)

êîýôôèöèåíòû c
(1)
n ÿâëÿþòñÿ ÷èñòî ìíèìûìè è íå ìîãóò äàâàòü âêëàä

â âåùåñòâåííîå çíà÷åíèå ýíåðãèè. Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (14), ïîëó÷èì
ïîïðàâêó âòîðîãî ïîðÿäêà ê ýíåðãèè

E
(2)
n =

∑
m 6=n

VnmVmn

E
(0)
n − E

(0)
m

=
∑
m 6=n

|Vnm|2

E
(0)
n − E

(0)
m

. (19)
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Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Ïðèìåð. Íàéäåì ïîïðàâêè ê óðîâíÿì ýíåðãèè îäíîìåðíîãî
ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, îïèñûâàåìîãî ãàìèëüòîíèàíîì

Ĥ0 =
p̂2

2m
+

mω2x̂2

2
= ~ω

(
â†â +

1

2

)
, (20)

ïîä äåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ

V̂ = αx̂ (21)

(íàïðèìåð, íà çàðÿæåííóþ ÷àñòèöó îñöèëëÿòîðà äåéñòâóåò ïîñòîÿííîå
ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå).
Îáîçíà÷èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà |n〉:

Ĥ0|n〉 = ~ω
(
n +

1

2

)
|n〉. (22)
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Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Âñïîìíèì èç ëåêöèè 3 êàê äåéñòâóåò îïåðàòîð ðîæäåíèÿ â† è
îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ â íà ñîáñòâåííûå ôóíêöèè íåâîçìóùåííîãî
ãàìèëüòîíèàíà

â†|n〉 =
√
n + 1|n + 1〉, â|n〉 =

√
n|n − 1〉, (23)

à òàêæå êàê âûðàæàþòñÿ îïåðàòîðû èìïóëüñà è êîîðäèíàòû

p̂ =

√
m~ω

2

(â− â†)

i
, x̂ =

√
~

2mω
(â + â†). (24)

Ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàâíà íóëþ

E
(1)
n = 〈n|V̂ |n〉 = α

√
~

2mω
〈n|(â + â†)|n〉 = 0. (25)

Âêëàä â ïîïðàâêó âòîðîãî ïîðÿäêà äàþò òîëüêî ÷ëåíû ñ m = n ± 1. Â
èòîãå ïîëó÷àåì

E
(2)
n = α2 ~

2mω

(
n

~ω
+

n + 1

−~ω

)
= − α2

2mω2
. (26)
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Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Íåçàâèñèìîñòü ñäâèãà óðîâíåé ýíåðãèè îò íîìåðà ñîñòîÿíèÿ ìîæíî
ïîíÿòü, åñëè ïðåîáðàçîâàòü ïîëíûé ãàìèëüòîíèàí

Ĥ =
p̂2

2m
+
mω2x̂2

2
+αx̂ =

p̂2

2m
+
mω2

2

(
x̂2 + 2x̂

α

mω2
+

α2

m2ω4
− α2

m2ω4

)
=

=
p̂2

2m
+

mω2x̂ ′2

2
− α2

2mω2
. (27)

Ïîñêîëüêó êîììóòàòîð îïåðàòîðà èìïóëüñà p̂ è ñäâèíóòîé êîîðäèíàòû
x̂ ′ = x̂ + α

mω2 îñòàëñÿ íåèçìåííûì

[x̂ ′, p̂] = [x̂ , p̂] = i~,

ýíåðãèè âñåõ óðîâíåé ïðîñòî ñäâèãàþòñÿ íà âåëè÷èíó

− α2

2mω2
.
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Èçìåíåíèå ýíåðãèé óðîâíåé ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ïîä
äåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ V = αx . Ïîêàçàíî òàêæå èçìåíåíèå ïîëíîãî
ïîòåíöèàëà U.
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Òåîðèþ âîçìóùåíèé äëÿ âûðîæäåííûõ ñîñòîÿíèé (ðàçíûå
ñîñòîÿíèÿ èìåþò îäèíàêîâóþ ýíåðãèþ) ðàçáåðåì íà êîíêðåòíîì
ïðèìåðå. Ðàññìîòðèì êàê âëèÿåò âíåøíåå îäíîðîäíîå ýëåêòðè÷åñêîå
ïîëå E , îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ

V̂ = eEz , (28)

íà óðîâíè àòîìà âîäîðîäà ñ ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì n = 2
(ýôôåêò Øòàðêà). ×åòûðå �íåâîçìóùåííûõ� ñîñòîÿíèÿ èìåþò
îäèíàêîâóþ ýíåðãèþ

|n = 2, l = 0,m = 0〉, |n = 2, l = 1,m = 0〉,

|n = 2, l = 1,m = +1〉, |n = 2, l = 1,m = −1〉, (29)

ãäå n � ãëàâíîå êâàíòîâîå ÷èñëî, l � êâàíòîâîå ÷èñëî îðáèòàëüíîãî
ìîìåíòà, à m � êâàíòîâîå ÷èñëî ïðîåêöèè îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà.
Îïåðàòîð ïðîåêöèè ìîìåíòà èìïóëüñà íà îñü z êîììóòèðóåò ñ
íåâîçìóùåííûì ãàìèëüòîíèàíîì è ñ îïåðàòîðîì âîçìóùåíèÿ

[L̂z , Ĥ0] = 0, [L̂z , V̂ ] = eE [L̂z , z ] = 0. (30)
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Ïîýòîìó íå ðàâíû íóëþ òîëüêî ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

〈200|V̂ |210〉 = 〈210|V̂ |200〉∗, (31)

òîãäà êàê íàïðèìåð

〈200|V̂ |211〉 = 〈200|V̂ L̂z |211〉 = 〈200|L̂z V̂ |211〉 = 0, (32)

ãäå èñïîëüçîâàíî

L̂z |211〉 = |211〉, 〈200|L̂z = 0. (33)

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ñîñòîÿíèÿ

|200〉 = |0〉, |210〉 = |1〉, (34)

è ïðåäñòàâèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

|ψ〉 = a1|0〉+ a2|1〉. (35)
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×òîáû ðåøèòü óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû

(Ĥ0 + V̂ )|ψ〉 = (Ĥ0 + V̂ ) · (a1|0〉+ a2|1〉) = E (a1|0〉+ a2|1〉), (36)

óìíîæèì åãî ñëåâà ñíà÷àëà íà 〈0|

a1(H00 + V00) + a2V01 = Ea1, (37)

à çàòåì íà 〈1|
a2(H11 + V11) + a1V10 = Ea2. (38)

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ïðè
óñëîâèè îáðàùåíèÿ â íîëü îïðåäåëèòåëÿ∣∣∣ H00 + V00 − E V01

V10 H11 + V11 − E

∣∣∣ = 0. (39)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàþò ñåêóëÿðíûì.
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Â äàííîì ñëó÷àå

H00 = H11 = E0, V00 = V11 = 0. (40)

Òîãäà èìååì äâà óðîâíÿ ýíåðãèè

E = E0 ± |V01|, (41)

êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò âîëíîâûå ôóíêöèè

ψ+ =
1√
2

(
|0〉+

V10

|V10|
|1〉
)
, ψ− =

1√
2

(
|0〉 − V10

|V10|
|1〉
)
. (42)
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Âîëíîâûå ôóíêöèè â ïëîñêîñòè xz . Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà
àñèììåòðèþ âîëíîâûõ ôóíêöèé (è çíà÷èò ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà)
îòíîñèòåëüíî íàïðàâëåíèÿ âíåøíåãî ïîëÿ E .

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã. () ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II Ëåêöèÿ 1 Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé.30 ìàðòà 2016 ã. 22 / 255



Ñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Íàéäåì ìàòðè÷íûé ýëåìåíò V10. Âîëíîâûå ôóíêöèè (ëåêöèÿ 10)
ðàâíû

|0〉 =
1√

8πa3

(
1− r

2a

)
e−r/2a, |1〉 =

1√
32πa3

r cos θ

a
e−r/2a. (43)

Òîãäà

V10 =
eE

16πa3

+1∫
−1

2π cos2 θd cos θ

+∞∫
0

r4

a

(
1− r

2a

)
e−r/adr = −3eEa. (44)

Òàêèì îáðàçîì ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïðîèñõîäèò
ðàñùåïëåíèå óðîâíåé

|200〉, |210〉,
à óðîâíè

|211〉, |21− 1〉
îñòàþòñÿ âûðîæäåííûìè.
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ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II

Ëåêöèÿ 2 Ñâåðõòîíêàÿ ñòðóêòóðà àòîìà âîäîðîäà.
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Â íåðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèè ïðè ó÷åòå òîëüêî êóëîíîâñêîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïðîòîíîì è ýëåêòðîíîì îñíîâíîå ñîñòîÿíèå
àòîìà âîäîðîäà íåâûðîæäåííî.
Îäíàêî è ó ýëåêòðîíà è ó ïðîòîíà åñòü ìàãíèòíûå ìîìåíòû, êîòîðûå
âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì. Íàéäåì êàê èçìåíèòñÿ ýíåðãèÿ
îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ó÷åòîì ýòîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.
Ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ðàâåí

Ĥ = A~̂σ(e)~̂σ(p) = A(σ̂
(e)
x σ̂

(p)
x + σ̂

(e)
y σ̂

(p)
y + σ̂

(e)
z σ̂

(p)
z ), (45)

ãäå σ ìàòðèöû Ïàóëè. Ïîñòîÿííàÿ A � õàðàêòåðíàÿ ýíåðãèÿ
âçàèìîäåéñòâèÿ ìàãíèòíûõ ìîìåíòîâ ýëåêòðîíà è ïðîòîíà, ìîæåò
áûòü îöåíåíà êàê

A ∼ µeµp

a3B
∼ m

Mp

e2~2

m2c2
m3e6

~6
∼ m

Mp
α2Ry ∼ 10−6ýÂ. (46)
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Â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé âûáåðåì ñîáñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ σ̂z

|+ +〉, |+−〉, | −+〉, | − −〉, (47)

ãäå ïåðâàÿ ïåðåìåííàÿ âåêòîðà |αβ〉 îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå ýëåêòðîíà, à
âòîðàÿ � ïðîòîíà (ñîîòâåòñòâåííî, ìàòðèöà σ̂(e) äåéñòâóåò íà ïåðâóþ
ïåðåìåííóþ α, òîãäà êàê σ̂(p) äåéñòâóåò íà âòîðóþ ïåðåìåííóþ β ).
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (ëåêöèÿ 8)

σ̂x |+〉 = |−〉, σ̂y |+〉 = i |−〉, σ̂z |+〉 = |+〉,

σ̂x |−〉 = |+〉, σ̂y |−〉 = −i |+〉, σ̂z |−〉 = −|−〉, (48)

ïîëó÷àåì

~̂σ(e)~̂σ(p)|+ +〉 = |+ +〉, ~̂σ(e)~̂σ(p)|+−〉 = 2| −+〉 − |+−〉,

~̂σ(e)~̂σ(p)| −+〉 = 2|+−〉 − | −+〉, ~̂σ(e)~̂σ(p)| − −〉 = | − −〉. (49)
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×òîáû ðåøèòü óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà

A~̂σ(e)~̂σ(p)|ψ〉 = E |ψ〉 (50)

ðàçëîæèì âåêòîð |ψ〉 ïî áàçèñíûì ôóíêöèÿì

|ψ〉 = C1|+ +〉+ C2|+−〉+ C3| −+〉+ C4| − −〉 (51)

è ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé

EC1 = AC1 (52)

EC2 = A(−C2 + 2C3) (53)

EC3 = A(2C2 − C3) (54)

EC4 = AC4. (55)
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Èç ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî óðàâíåíèé ñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî ýíåðãèè
ñîñòîÿíèé |+ +〉, | − −〉 ðàâíû E = A. Ñêëàäûâàÿ ñðåäíèå óðàâíåíèÿ,
ïîëó÷èì òîæå E = A è ýòîìó çíà÷åíèþ ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóåò
ñîîòíîøåíèå C2 = C3. Âû÷èòàÿ ñðåäíèå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì
E = −3A è ñîîòíîøåíèå C3 = −C2. Â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ
ñïèíîâ ïîëó÷èëàñü åñòåñòâåííàÿ ãðóïïèðîâêà ñîñòîÿíèé: òðè
ñîñòîÿíèÿ ñ îäèíàêîâîé ýíåðãèåé

E = A, |ψ〉1 = |+ +〉, |ψ〉0 =
|+−〉+ | −+〉√

2
, |ψ〉−1 = | − −〉 (56)

ñ ïðîåêöèÿìè ìîìåíòà èìïóëüñà m = +1,m = 0,m = −1 è îäíî
ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãèåé

E = −3A, |ψ〉00 =
|+−〉 − | −+〉√

2
(57)

è ïðîåêöèåé ìîìåíòà èìïóëüñà m = 0.
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Ïåðâóþ ãðóïïó ñîñòîÿíèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñîñòàâíóþ
÷àñòèöó ñ ìîìåíòîì èìïóëüñà J = 1~, à îñòàâøååñÿ ñîñòîÿíèå êàê
ñîñòàâíóþ ÷àñòèöó ñ ìîìåíòîì èìïóëüñà J = 0. ×òîáû â ýòîì
óáåäèòüñÿ ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå òàêîé ñèñòåìû âî âíåøíåì
ìàãíèòíîì ïîëå, ò.å. ýôôåêò Çååìàíà.
Ïðè âêëþ÷åíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ B âäîëü îñè z ãàìèëüòîíèàí
ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì

Ĥ = A~̂σ(e)~̂σ(p) − µeBσ̂
(e)
z − µpBσ̂

(p)
z (58)

è ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

EC1 = AC1 − (µe + µp)BC1 (59)

EC2 = A(−C2 + 2C3)− (µe − µp)BC2 (60)

EC3 = A(2C2 − C3) + (µe − µp)BC3 (61)

EC4 = AC4 + (µe + µp)BC4. (62)
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

µ ≡ −(µe + µp) > 0, µ′ ≡ −(µe − µp) > 0,

µ ≈ µ′ ïîñêîëüêó |µe | � |µp|. (63)

Èç ïåðâîãî è ïîñëåäíåãî óðàâíåíèé ñèñòåìû ïîëó÷àåì E = A± µB , èç
äâóõ ñðåäíèõ

E = −A±
√

4A2 + µ′2B2. (64)

Äëÿ ñëàáîãî ïîëÿ â ëèíåéíîì ïî ïîëþ ïðèáëèæåíèè èìååì

E ≈ A, C2 ≈ C3, (65)

E = −3A C3 ≈ −C2. (66)
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Òàêèì îáðàçîì äëÿ ñëàáîãî ïîëÿ òðè ñîñòîÿíèÿ ñ ýíåðãèÿìè

E = A− µB, äëÿ |ψ〉1 = |+ +〉, (67)

E ≈ A, äëÿ |ψ〉0 =
|+−〉+ | −+〉√

2
, , (68)

E = A− µB, äëÿ |ψ〉−1 = | − −〉 (69)

è ñ ïðîåêöèÿìè ìîìåíòà èìïóëüñà m = +1,m = 0,m = −1 îáðàçóþò
ñîñòàâíóþ ÷àñòèöó ñ ìîìåíòîì èìïóëüñà J = 1~.
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Ñâåðõòîíêàÿ ñòðóêòóðà àòîìà âîäîðîäà

Ñîñòîÿíèå ñ ýíåðãèåé

E = −3A, |ψ〉00 =
|+−〉 − | −+〉√

2
(70)

è ïðîåêöèåé ìîìåíòà èìïóëüñà m = 0 îáðàçóåò ñîñòàâíóþ ÷àñòèöó ñ
ìîìåíòîì èìïóëüñà J = 0.
Â ñëó÷àå ñèëüíûõ ïîëåé (µB � A) âçàèìîäåéñòâèå íåñóùåñòâåííî è
ìû èìååì äâå íåçàâèñèìûå ÷àñòèöû ñ ìîìåíòîì èìïóëüñà J = ~/2.
Ýíåðãèè óðîâíåé ðàâíû

E1,2 = ±µB + A, E3,4 ≈ ±µ′B − A. (71)
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Ñâåðõòîíêàÿ ñòðóêòóðà àòîìà âîäîðîäà

Ðàñùåïëåíèå óðîâíåé ýíåðãèè â ñëàáîì ìàãíèòíîì ïîëå, µB � A.
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Ñâåðõòîíêàÿ ñòðóêòóðà àòîìà âîäîðîäà

Ðàñùåïëåíèå óðîâíåé ýíåðãèè â ñèëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå, µB � A.
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ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II

Ëåêöèÿ 3 Ñëîæåíèå ìîìåíòîâ èìïóëüñà

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã.

30 ìàðòà 2016 ã.
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Ñâîéñòâà ìîìåíòà èìïóëüñà

Èçó÷àÿ ñâåðõòîíêóþ ñòðóêòóðó îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà,
ìû âñòðåòèëèñü ñ çàäà÷åé ñëîæåíèå âíóòðåííèõ ìîìåíòîâ èìïóëüñà
(ñïèíîâ) ýëåêòðîíà è ïðîòîíà. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò ïðè
ñëîæåíèè ñïèíà ýëåêòðîíà è åãî îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà èìïóëüñà è ò.ä.
Ðàññìîòðèì ýòó çàäà÷ó â îáùåì âèäå. Áóäåì îáîçíà÷àòü îïåðàòîð
ìîìåíòà èìïóëüñà áóêâîé Ĵ. Íàïîìíèì íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà

[Ĵx , Ĵy ] = i~Ĵz , [Ĵy , Ĵz ] = i~Ĵx , [Ĵz , Ĵx ] = i~Ĵy . (72)

Äëÿ ïîâûøàþùåãî Ĵ+ = Ĵx + i Ĵy è ïîíèæàþùåãî îïåðàòîðîâ
Ĵ+ = Ĵx − i Ĵy èìååì

[Ĵz , Ĵ±] = ±~Ĵ±. (73)
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Ñâîéñòâà ìîìåíòà èìïóëüñà

Êâàäðàò îïåðàòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ĵ2 = Ĵ2x + Ĵ2y + Ĵ2z = Ĵ−Ĵ+ + Ĵ2z + ~Ĵz . (74)

Ïîñêîëüêó êâàäðàò îïåðàòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà êîììóòèðóåò ñ ëþáîé
êîìïîíåíòîé îïåðàòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà

[Ĵ2, Ĵi ] = 0, (75)

â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ñîñòîÿíèé ìîæíî âûáðàòü îáùèå ñîáñòâåííûå
âåêòîðû |j ,m〉

Ĵ2|j ,m〉 = ~2j(j + 1)|jm, 〉, Ĵz |j ,m〉 = ~m|j ,m〉. (76)
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Ñâîéñòâà ìîìåíòà èìïóëüñà

Îïåðàòîðû Ĵ± íàçûâàþòñÿ ïîâûøàþùèì è ïîíèæàþùèì ïîñêîëüêó

Ĵz

(
Ĵ+|j ,m〉

)
=
(
Ĵ+Ĵz + ~Ĵ+

)
|j ,m〉 = ~(m + 1)Ĵ+|j ,m〉, (77)

Ĵz

(
Ĵ−|j ,m〉

)
=
(
Ĵ−Ĵz − ~Ĵ−

)
|j ,m〉 = ~(m − 1)Ĵ−|j ,m〉. (78)

Òàêèì îáðàçîì

Ĵ+|j ,m〉 = C+|j ,m + 1〉, Ĵ−|j ,m〉 = C−|j ,m − 1〉. (79)

Íàéäåì êîýôôèöèåíòû C+,C−, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ýðìèòîâîñòè

Ĵ†+ = Ĵ−, 〈j ,m + 1|Ĵ+|j ,m〉 = 〈j ,m|Ĵ−|j ,m + 1〉∗. (80)
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Ñâîéñòâà ìîìåíòà èìïóëüñà

Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íûé ýëåìåíò

〈j ,m|Ĵ−Ĵ+|j ,m〉 =
∑

n

〈j ,m|Ĵ−|j , n〉 · 〈j , n|Ĵ+|j ,m〉 =

= 〈j ,m|Ĵ−|j ,m + 1〉 · 〈j ,m + 1|Ĵ+|j ,m〉 = |〈j ,m + 1|Ĵ+|j ,m〉|2. (81)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

〈j ,m|Ĵ−Ĵ+|j ,m〉 = 〈j ,m|
(
Ĵ2 − Ĵ2z − ~Ĵz

)
|j ,m〉 = ~2(j −m)(j + m + 1).

(82)
Âûáèðàåì äëÿ óäîáñòâà ìàòðè÷íûé ýëåìåíò âåùåñòâåííûì

〈j ,m + 1|Ĵ+|j ,m〉 = ~
√

(j −m)(j + m + 1) = 〈j ,m|Ĵ−|j ,m + 1〉. (83)
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Ñâîéñòâà ìîìåíòà èìïóëüñà

Èç ýòèõ âûðàæåíèé ïîëó÷èì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû äëÿ îïåðàòîðîâ
Ĵx , Ĵy .

〈j ,m+ 1|Ĵx + i Ĵy |j ,m〉 = ~
√

(j −m)(j + m + 1) = 〈j ,m|Ĵx − i Ĵy |j ,m+ 1〉.
(84)

Çíà÷èò ìàòðè÷íûé ýëåìåíò

〈j ,m + 1|Ĵx |j ,m〉 = 〈j ,m|Ĵx |j ,m + 1〉 (85)

ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì ÷èñëîì, à ìàòðè÷íûé ýëåìåíò

〈j ,m + 1|Ĵy |j ,m〉 = −〈j ,m|Ĵy |j ,m + 1〉 (86)

ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì ÷èñëîì. Èìååì

〈j ,m + 1|Ĵx |j ,m〉 =
~
2

√
(j −m)(j + m + 1), (87)

〈j ,m + 1|Ĵy |j ,m〉 = − i~
2

√
(j −m)(j + m + 1). (88)
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Ñâîéñòâà ìîìåíòà èìïóëüñà

Ïðèìåð: ïîëó÷èì ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îïåðàòîðîâ ìîìåíòà
èìïóëüñà äëÿ j = 1/2,m = ±1/2. Åäèíñòâåííûé îòëè÷íûé îò íóëÿ
ìàòðè÷íûé ýëåìåíò

〈1/2, 1/2|Ĵ+|1/2,−1/2〉 = ~. (89)

Çíà÷èò

Ĵ+ = ~
(

0 1
0 0

)
, Ĵ− = Ĵ†+ = ~

(
0 0
1 0

)
. (90)

Îòêóäà

Ĵx =
Ĵ+ + Ĵ−

2
=

~
2

(
0 1
1 0

)
, Ĵy =

Ĵ+ − Ĵ−
2i

=
~
2

(
0 −i
i 0

)
. (91)

Ïîñêîëüêó Ĵz |1/2,±1/2〉 = ±~/2|1/2,±1/2〉

Ĵz =
~
2

(
1 0
0 −1

)
, (92)

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ îïðåäåëåíèåì ìàòðèö Ïàóëè.
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Ñâîéñòâà ìîìåíòà èìïóëüñà

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îïåðàòîðîâ
ìîìåíòà èìïóëüñà äëÿ j = 1,m = +1, 0,−1. Îòëè÷íû îò íóëÿ
ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

〈1, 0|Ĵ+|1,−1〉 =
√

2~, 〈1,+1|Ĵ+|1, 0〉 =
√

2~, (93)

Îòêóäà

Ĵ+ =
√

2~

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 , Ĵ− = Ĵ†+ =
√

2~

 0 0 0
1 0 0
0 1 0

 . (94)

Ñëåäîâàòåëüíî

Ĵx =
Ĵ+ + Ĵ−

2
=

~√
2

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

 , Ĵy =
Ĵ+ − Ĵ−

2i
=

~√
2

 0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

 .

(95)
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Ñâîéñòâà ìîìåíòà èìïóëüñà

Îïåðàòîð Ĵz äèàãîíàëåí

Ĵz = ~

 1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 . (96)

Â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ ìîæíî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå êîììóòàöèîííûõ
ñîîòíîøåíèé äëÿ ìàòðè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèé Jx , Jy , Jz .

[Ĵx , Ĵy ] = i~Ĵz , [Ĵy , Ĵz ] = i~Ĵx , [Ĵz , Ĵx ] = i~Ĵy . (97)
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Ñëîæåíèå ìîìåíòîâ èìïóëüñà

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëîæåíèå ìîìåíòîâ èìïóëüñà äâóõ ÷àñòèö.
Ñîñòîÿíèÿ äâóõ ÷àñòèö ìîæíî îïèñûâàòü ëèáî ñ ïîìîùüþ âåëè÷èí
îòíîñÿùèõñÿ ê êàæäîé ÷àñòèöå

Ĵ21 , Ĵ1z ; Ĵ22 , Ĵ2z ; [Ĵ1, Ĵ2] = 0, (98)

ëèáî ïîëíûì ìîìåíòîì èìïóëüñà è åãî ïðîåêöèè íà îñü z

Ĵ2 = Ĵ21 + Ĵ22 + 2Ĵ1 · Ĵ2; Ĵz = Ĵ1z + Ĵ2z , (99)

ïîñêîëüêó
[Ĵ1z + Ĵ2z , Ĵ1 · Ĵ2] = 0. (100)

Äåéñòâèòåëüíî

[Ĵ1z , Ĵ1 · Ĵ2] = [Ĵ1z , Ĵ1x ]Ĵ2x + [Ĵ1z , Ĵ1y ]Ĵ2y = i~Ĵ1y Ĵ2x − i~Ĵ1x Ĵ2y , (101)

[Ĵ2z , Ĵ1 · Ĵ2] = Ĵ1x [Ĵ2z , Ĵ2x ] + Ĵ1y [Ĵ2z , Ĵ2y ] = i~Ĵ1x Ĵ2y − i~Ĵ1y Ĵ2x . (102)
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Ñëîæåíèå ìîìåíòîâ èìïóëüñà

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîñòîé ïðèìåð ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ èìïóëüñà
äâóõ ÷àñòèö ñ j1,2 = 1/2. Ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè
íà îñü z åñòü Mmax = 1/2 + 1/2 = 1 è ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó èìïóëüñà
J = 1 ñ âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ

|J = 1,M = 1〉 = |j1 =
1

2
,m1 =

1

2
〉 · |j2 =

1

2
,m2 =

1

2
〉 ≡ |1

2
,

1

2
〉 · |1

2
,

1

2
〉.

(103)
×òîáû ïîëó÷èòü âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |J = 1,M = 0〉 ïîäåéñòâóåì
ïîíèæàþùèì îïåðàòîðîì

Ĵ−|1, 1〉 = ~
√

2|1, 0〉. (104)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû

Ĵ−|1, 1〉 =
(
Ĵ1− + Ĵ2−

)
|1
2
,

1

2
〉·|1

2
,

1

2
〉 = ~|1

2
,−1

2
〉·|1

2
,

1

2
〉+~|1

2
,

1

2
〉·|1

2
,−1

2
〉.

(105)
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Ñëîæåíèå ìîìåíòîâ èìïóëüñà

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì

|1, 0〉 =
1√
2

(
|1
2
,−1

2
〉 · |1

2
,

1

2
〉+ |1

2
,

1

2
〉 · |1

2
,−1

2
〉
)
. (106)

Àíàëîãè÷íî
Ĵ−|1, 0〉 = ~

√
2|1,−1〉, (107)

Ĵ−|1, 0〉 =
(
Ĵ1− + Ĵ2−

) 1√
2

(
~|1

2
,−1

2
〉 · |1

2
,

1

2
〉+ ~|1

2
,

1

2
〉 · |1

2
,−1

2
〉
)

=

=
2√
2
~|1

2
,−1

2
〉 · |1

2
,−1

2
〉. (108)

Ïîëó÷àåì

|1,−1〉 = |1
2
,−1

2
〉 · |1

2
,−1

2
〉. (109)
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Ñëîæåíèå ìîìåíòîâ èìïóëüñà

Èç ÷åòûðåõ èñõîäíûõ ñîñòîÿíèé ìû ïîëó÷èëè òðè. Îñòàâøååñÿ îäíî
ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîìó ìîìåíòó èìïóëüñà J = 0 ñ ïðîåêöèåé
M = 0. Ñîñòîÿíèå |0, 0〉 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

|0, 0〉 = C1|
1

2
,−1

2
〉 · |1

2
,

1

2
〉+ C2|

1

2
,

1

2
〉 · |1

2
,−1

2
〉, (110)

à êîýôôèöèåíòû C1,2 íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè

〈1, 0|0, 0〉 = 0, → C2 = −C1, (111)

Çíà÷èò

|0, 0〉 =
1√
2

(
|1
2
,−1

2
〉 · |1

2
,

1

2
〉 − |1

2
,

1

2
〉 · |1

2
,−1

2
〉
)
. (112)
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Ñëîæåíèå ìîìåíòîâ èìïóëüñà

Â îáùåì ñëó÷àå ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ èìïóëüñîâ j1 è j2 ïîëó÷àþòñÿ
ñîñòîÿíèÿ ñ ïîëíûì ìîìåíòîì èìïóëüñà îò Jmax = j1 + j2 äî
Jmin = |j1 − j2|, ÷òî ìîæíî íàãëÿäíî óâèäåòü èç âåêòîðíîé ìîäåëè
ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ èìïóëüñà. Áàëàíñ ïîëíîãî ÷èñëà ñîñòîÿíèé

j1+j2∑
|j1−j2|

(2J + 1) = (2j1 + 1) · (2j2 + 1). (113)
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Àòîì â ìàãíèòíîì ïîëå.

Â öåíòðàëüíîì ïîëå ñîõðàíÿþòñÿ ïîëíûé îðáèòàëüíûé ìîìåíò
èìïóëüñà L̂ è ïîëíûé ñïèí Ŝ. Ó÷åò ðåëÿòèâèñòñêèõ ýôôåêòîâ
ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ òîëüêî ïîëíûé ìîìåíò èìïóëüñà Ĵ.
Ðåëÿòèâèñòñêèå ýôôåêòû ìàëû è ïðèâîäÿò ê íåáîëüøîìó
ðàñùåïëåíèþ óðîâíåé ñ ðàçíûìè J.
Îäíèì èç ðåëÿòèâèñòñêèõ ýôôåêòîâ ÿâëÿåòñÿ ñïèí-îðáèòàëüíîå
âçàèìîäåéñòâèå. Îöåíèì êà÷åñòâåííî ýòîò ýôôåêò. Â ñèñòåìå ïîêîÿ
ýëåêòðîíà, äâèæóùåãîñÿ â êóëîíîâñêîì ïîëå ÿäðà E , âîçíèêàåò
ìàãíèòíîå ïîëå

B ∼ v

c
E ∼

√
e2

am

e

ca2
∼ e2

~c
e

a2
, (114)

ãäå a = ~2/(me2) � áîðîâñêèé ðàäèóñ.
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Àòîì â ìàãíèòíîì ïîëå.

Òîãäà ïîïðàâêà ê ýíåðãèè, âîçíèêàþùàÿ îò âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ýòèì
ìàãíèòíûì ïîëåì B ìàãíèòíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà µe = e~/(2mc),
ðàâíà

δε ∼ e~
mc

B ∼ e~
mc

e2

~c
em2e4

~4
∼
(
e2

~c

)2
me4

~2
. (115)

Òàêèì îáðàçîì ðåëÿòèâèñòñêèå ïîïðàâêè ñîñòàâëÿþò âåëè÷èíó

α2 ≡
(
e2

~c

)2

∼ 10−4 (116)

îò õàðàêòåðíîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè àòîìíûõ óðîâíåé. Ïðîèñõîäèò
íåáîëüøîå (òîíêîå) ðàñùåïëåíèå óðîâíåé ýíåðãèè, ïîýòîìó âåëè÷èíó
α íàçûâàþò ïîñòîÿííîé òîíêîé ñòðóêòóðû.
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Àòîì â ìàãíèòíîì ïîëå.

Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ìàãíèòíîì ïîëå B0

ïðèíèìàåò âèä

Ĥ =
(p̂− eA/c)2

2m
− gs Ŝ · B0, (117)

ãäå

gs =
e

mc
. (118)

Óäîáíî íàïðàâèòü âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå ïî îñè z è âûáðàòü
âåêòîðíûé ïîòåíöèàë â âèäå

A =
1

2
[B0 × r]. (119)

Îïåðàòîð èìïóëüñà êîììóòèðóåò ñ âåêòîðíûì ïîòåíöèàëîì, íàïðèìåð

p̂xAx − Ax p̂x = − i~
2

(
∂

∂x
yB0 − yB0

∂

∂x

)
= 0. (120)
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Àòîì â ìàãíèòíîì ïîëå.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

A · p̂ =
1

2
[B0 × r] · p̂ =

1

2
B0 · [r × p̂] =

1

2
B0 · L̂, (121)

ïîëó÷àåì

Ĥ =
(p̂)2

2m
− e

2mc
(2Ŝ + L̂) · B0 +

e2

8mc2
[B0 × r]2. (122)

Äëÿ ñëàáûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé ïîñëåäíèì ñëàãàåìûì ìîæíî
ïðåíåáðå÷ü. Åñëè íà àòîìíîì óðîâíå ðàñïîëàãàåòñÿ íåñêîëüêî
ýëåêòðîíîâ, òî ïîä L̂, Ŝ ñëåäóåò ïîíèìàòü ïîëíûå îðáèòàëüíûé è
ñïèíîâîé ìîìåíòû èìïóëüñà.
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Àòîì â ìàãíèòíîì ïîëå.

Âòîðîé ÷ëåí â ãàìèëüòîíèàíå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýíåðãèþ
âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëíîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà àòîìà

µa =
e

2mc
(2Ŝ + L̂) =

e

2mc
(Ŝ + Ĵ) (123)

ñ âíåøíèì ìàãíèòíûì ïîëåì B0. Íåâîçìóùåííûå ñîñòîÿíèÿ àòîìà
îïèñûâàþòñÿ êâàíòîâûìè ÷èñëàìè êâàäðàòà è ïðîåêöèè ïîëíîãî
ìîìåíòà èìïóëüñà J,M, êâàäðàòàìè îðáèòàëüíîãî è ñïèíîâîãî
ìîìåíòà èìïóëüñà L,S . Ïîïðàâêè ê óðîâíÿì ýíåðãèè ìîæíî
ðàññ÷èòàòü â ïåðâîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé

δε = − e

2mc
〈J,M, L,S |(Ŝ+Ĵ)|J,M, L, S〉·B0 = − e

2mc
(Sz +M)B0. (124)
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Àòîì â ìàãíèòíîì ïîëå.

Ñðåäíåå çíà÷åíèå âåêòîðíîãî îïåðàòîðà ñïèíà S äîëæíî áûòü
íàïðàâëåíî âäîëü ñîõðàíÿþùåéñÿ âåêòîðíîé âåëè÷èíû ïîëíîãî
ìîìåíòà èìïóëüñà. Îïóñêàÿ çíàê óñðåäíåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì
ñîñòîÿíèÿì êâàäðàòà è ïðîåêöèÿì Ĵ, çàïèøåì

Ŝ = C Ĵ, (125)

îòêóäà ïîëó÷èì
Sz = CJz . (126)

×òîáû íàéòè êîíñòàíòó C óìíîæèì ïðåäûäóùåå óðàâíåíèå ñêàëÿðíî
íà Ĵ :

Ŝ · Ĵ = C Ĵ2. (127)

Òîãäà

C =
Ŝ · Ĵ
Ĵ2

=
Ĵ2 + Ŝ2 − (Ĵ− Ŝ)2

2Ĵ2
=

J(J + 1) + S(S + 1)− L(L + 1)

2J(J + 1)
.

(128)
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Àòîì â ìàãíèòíîì ïîëå.

Â èòîãå ïîëó÷àåì èçìåíåíèå óðîâíåé ýíåðãèè â ñëàáîì ìàãíèòíîì
ïîëå B0

δε = − e~
2mec

gB0m, m = j , j − 1, ...,−j . (129)

Ìíîæèòåëü

g = 1 +
J(J + 1) + S(S + 1)− L(L + 1)

2J(J + 1)
. (130)

èçâåñòåí êàê ôàêòîð Ëàíäå. Òàêèì îáðàçîì óðîâåíü ðàñùåïëÿåòñÿ íà
2j + 1 ðàâíîîòñòîÿùèõ êîìïîíåíòû.
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Àòîì â ìàãíèòíîì ïîëå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ýôôåêò Çååìàíà â ñëàáîì ìàãíèòíîì
ïîëå äëÿ èçëó÷åíèÿ àòîìà íàòðèÿ. Â îñíîâíîì ñîñòîÿíèå àòîìà íàòðèÿ
âíåøíèé ýëåêòðîí íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè 3s àòîìíîå ñîñòîÿíèå 2S1/2.
Èçëó÷åíèå íàáëþäàåòñÿ ïðè ïåðåõîäå â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ëèáî èç
âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ 2P1/2 − D1 ëèíèÿ, ëèáî èç ñîñòîÿíèÿ
2P3/2 − D2 ëèíèÿ. Ôàêòîðû Ëàíäå äëÿ ýòèõ ñîñòîÿíèé ðàâíû

g(2S1/2) = 1 +
1/2(1/2 + 1) + 1/2(1/2 + 1)− 0

(1/2 + 1)
= 2, (131)

g(2P1/2) = 1 +
1/2(1/2 + 1) + 1/2(1/2 + 1)− 1(1 + 1)

(1/2 + 1)
=

2

3
, (132)

g(2P3/2) = 1 +
3/2(3/2 + 1) + 1/2(1/2 + 1)− 1(1 + 1)

(1/2 + 1)
=

4

3
. (133)
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Àòîì â ìàãíèòíîì ïîëå.

Êàæäûé èç óðîâíåé 2S1/2,
2P1/2 ðàñùåïëÿåòñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå íà äâà

ñ ïðîåêöèÿìè jz = ±1/2. Ïðàâèëà îòáîðà äëÿ äèïîëüíîãî ïåðåõîäà,
êàê âûâåäåì ïîçæå, ðàçðåøàþò èçìåíåíèÿ ïðîåêöèè ìîìåíòà
èìïóëüñà ∆jz = −1, 0,+1. Ïîñêîëüêó ôàêòîðû Ëàíäå äëÿ ýòèõ óðîâíåé
ðàçíûå, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ðàñùåïëåííûìè êîìïîíåíòàìè òîæå ðàçíûå
è D1−ëèíèÿ ðàñùåïëÿåòñÿ íà ÷åòûðå êîìïîíåíòû.
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Àòîì â ìàãíèòíîì ïîëå.

Ýôôåêò Çååìàíà äëÿ D1 ëèíèè íàòðèÿ, âîçíèêàþùåé ïðè ïåðåõîäå ñ
óðîâíÿ 2P1/2 íà óðîâåíü

2S1/2.
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Àòîì â ìàãíèòíîì ïîëå.

Óðîâåíü 2P3/2 ðàñùåïëÿåòñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå íà ÷åòûðå ñ
ïðîåêöèÿìè jz = ±1/2,±3/2. Ïîñêîëüêó ôàêòîðû Ëàíäå äëÿ óðîâíåé
2S1/2,

2P3/2 òîæå ðàçíûå, D2−ëèíèÿ ðàñùåïëÿåòñÿ íà øåñòü êîìïîíåíò.
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Àòîì â ìàãíèòíîì ïîëå.

Ýôôåêò Çååìàíà äëÿ D2 ëèíèè íàòðèÿ, âîçíèêàþùåé ïðè ïåðåõîäå ñ
óðîâíÿ 2P3/2 íà óðîâåíü

2S1/2.
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Àòîì â ìàãíèòíîì ïîëå.

Ýôôåêò Çååìàíà äëÿ ïîäîáíûõ ñëó÷àåâ íàçûâàåòñÿ àíîìàëüíûì. Â
íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà íàïðèìåð äëÿ îñíîâíîãî è âîçáóæäåííîãî
ñîñòîÿíèé S = 0, ôàêòîðû Ëàíäå ðàâíû åäèíèöå è ïðàâèëà îòáîðà
∆jz = −1, 0,+1 ïðèâîäÿò ê ðàñùåïëåíèþ ëèíèè èçëó÷åíèÿ íà òðè
êîìïîíåíòû. Òîãäà ãîâîðÿò î íîðìàëüíîì ýôôåêòå Çååìàíà,
ïîñêîëüêó îí ìîæåò áûòü îáúÿñíåí è êëàññè÷åñêîé ôèçèêîé.
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ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II

Ëåêöèÿ 4 Ìíîãîýëåêòðîííûå àòîìû.

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã.

30 ìàðòà 2016 ã.
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Àòîì ãåëèÿ

Âàæíûé ïðèíöèï êâàíòîâîé ìåõàíèêè, íå èìåþùèé àíàëîãà â
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, çàêëþ÷àåòñÿ â àáñîëþòíîé òîæäåñòâåííîñòè
(íåðàçëè÷èìîñòè) ÷àñòèö. Âñå èçâåñòíûå ÷àñòèöû ïðèíàäëåæàò äâóì
êëàññàì: ôåðìèîíàì è áîçîíàì. Ýëåêòðîíû, ïðîòîíû, íåéòðîíû
èìåþò ñïèí 1/2 è îòíîñÿòñÿ ê êëàññó ôåðìèîíîâ: ïîëíàÿ âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ (ñ ó÷åòîì ñïèíà) ñèñòåìû èç íåñêîëüêèõ ôåðìèîíîâ äîëæíà
áûòü àíòèñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ëþáûõ ÷àñòèö.
Íåâîçìîæíîñòü äâóì ýëåêòðîíàì íàõîäèòüñÿ â îäíîì è òîì æå
êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè íàçûâàþò ïðèíöèïîì çàïðåòà Ïàóëè.
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Àòîì ãåëèÿ

Ïðîñòåéøèì ìíîãîýëåêòðîííûì àòîìîì ÿâëÿåòñÿ ãåëèé, ñîñòîÿùèé èç
ÿäðà ñ çàðÿäîì Ze = 2e è äâóõ ýëåêòðîíîâ.
Íàéäåì ýíåðãèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà ãåëèÿ. Òî÷íîå ðåøåíèå íå
èçâåñòíî, ïîýòîìó èñïîëüçóåì ñíà÷àëà òåîðèþ âîçìóùåíèé.
Ãàìèëüòîíèàí â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ èìååò âèä

Ĥ =
p̂21
2m

+
p̂22
2m
− Ze2

r1
− Ze2

r2
+

e2

r12
(134)

ãäå èíäåêñû "1"è "2"îòíîñÿòñÿ ê ïåðâîìó è âòîðîìó ýëåêòðîíàì, à r12
� ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè. Ïîñëåäíèé ÷ëåí, îïèñûâàþùèé
êóëîíîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå ýëåêòðîíîâ, áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê
âîçìóùåíèå.
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Àòîì ãåëèÿ

Íàèìåíüøóþ ýíåðãèþ àòîì ãåëèÿ áóäåò èìåòü, åñëè ïîìåñòèòü äâà
ýëåêòðîíà íà îñíîâíîå ñîñòîÿíèå â êóëîíîâñêîì ïîëå çàðÿäà Ze = 2e

Ψ0(r1, r2) = ψ0(r1) · ψ0(r2) =
α3

π
e−α(r1+r2), (135)

ãäå α = Z/a ( a � áîðîâñêèé ðàäèóñ).
Ýòà ôóíêöèÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò
ýëåêòðîíîâ, çíà÷èò ñïèíîâàÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü
àíòèñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè, ò.å. èìåòü âèä

|0, 0〉 =
1√
2

(
|1
2
,−1

2
〉 · |1

2
,

1

2
〉 − |1

2
,

1

2
〉 · |1

2
,−1

2
〉
)

(136)

ñ ïîëíûì ñïèíîì ñèñòåìû èç äâóõ ýëåêòðîíîâ S = 0.
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Àòîì ãåëèÿ

Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè

E0 = −2 · mZ 2e4

2~2
. (137)

Ïîïðàâêà ïåðâîãî ïîðÿäêà ê ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíà

δE1 =

∫
d3r1

∫
d3r2Ψ∗0(r1, r2)

e2

|~r1 −~r2|
Ψ0(r1, r2) =

=

∫
d3r1|ψ0(r1)|2

∫
d3r2|ψ0(r2)|2 e2

|~r1 −~r2|
. (138)

Ýòó âåëè÷èíó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ
ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ
ðàñïðåäåëåíèé çàðÿäà ñ ïëîòíîñòÿìè ρ1,2 = |ψ0(r1,2)|2.
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Àòîì ãåëèÿ

Ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ýëåêòðîíîâ, èìååì

δE1 = 2
e2α6

π2

∞∫
0

4πr22 e
−2αr2dr2

1

r2

r2∫
0

4πr21 e
−2αr1dr1. (139)

Âû÷èñëèâ èíòåãðàëû, ïîëó÷èì

δE1 =
5

8

Ze2

a
. (140)

Ñ ó÷åòîì ýòîé ïîïðàâêè ýíåðãèÿ îñíîâíîãî óðîâíÿ àòîìà ãåëèÿ
ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé Epert

0 ≈ −75 ýÂ. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèå
E exp
0 ≈ −79 ýÂ.
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Àòîì ãåëèÿ

Ñîãëàñèå ñ ýêñïåðèìåíòîì ìîæíî óëó÷øèòü, èñïîëüçóÿ âàðèàöèîííûé
ïîäõîä. Â êà÷åñòâå ïðîáíîé âîëíîâîé ôóíêöèè ìîæíî âûáðàòü

Ψ0(r1, r2) = ψ0(r1) · ψ0(r2) =
α3

π
e−α(r1+r2), (141)

ãäå òåïåðü âåëè÷èíà α ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèîííûì ïàðàìåòðîì,
ïîäáèðàåìûì èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà

E = 2

∞∫
0

4πr2
α3

π
e−αr

(
− ~2

2m
∆r −

Ze2

r

)
e−αrdr+

+2
e2α6

π2

∞∫
0

4πr22 e
−2αr2dr2

1

r2

r2∫
0

4πr21 e
−2αr1dr1. (142)
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Àòîì ãåëèÿ

Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ äàåò

I1 = 2

∞∫
0

4πr2
α3

π
e−αr

(
− ~2

2m
∆r

)
e−αrdr =

~2α2

m
, (143)

I2 = 2

∞∫
0

4πr2
α3

π
e−αr

(
−Ze2

r

)
e−αrdr = −e2Zα. (144)

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë óæå âû÷èñëèëè âûøå

I3 =
5e2α

8
. (145)
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Àòîì ãåëèÿ

Ìèíèìèçèðóÿ ñðåäíþþ ýíåðãèþ

E =
~2α2

m
− e2Zα +

5e2α

8
(146)

ïî ïàðàìåòðó α, ïîëó÷àåì

α0 =
Z − 5/16

a
, Emin = −e2

a

(
Z − 5

16

)2

. (147)

Óìåíüøåíèå âåëè÷èíû α0 ïî ñðàâíåíèþ ñ âåëè÷èíîé Z/a ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ýôôåêò ýêðàíèðîâàíèÿ ïîëÿ ÿäðà ýëåêòðîíàìè.
Ýíåðãèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîé E var

0 = −77.5 ýÂ, ÷òî
ëó÷øå ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì.
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Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà

ýëåìåíòîâ Ìåíäåëååâà

Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà

Ä. Ìåíäåëååâ

îáúÿñíÿåò ïåðèîäè÷åñêîå ïîâòîðåíèå
ñâîéñòâ õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, ðàññìàòðèâàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàïîëíåíèÿ óðîâíåé
ýíåðãèè ýëåêòðîíàìè â êóëîíîâñêîì ïîëå
ÿäðà ñ ó÷åòîì êóëîíîâñêîãî îòòàëêèâàíèÿ
ýëåêòðîíîâ è ïðèíöèïà çàïðåòà Ïàóëè.
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Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ

Ìåíäåëååâà

Àòîì âîäîðîäà ñîñòîèò èç ÿäðà ñ çàðÿäîì Z = 1 è îäíîãî ýëåêòðîíà,
êîòîðûé ïîìåùàåòñÿ â ñîñòîÿíèå ñ êâàíòîâûìè ÷èñëàìè
(n = 1, l = 0) ≡ 1s. Äëÿ àòîìà ãåëèÿ Z = 2 è äâà ýëåêòðîíà ñ ðàçíûìè
ñîñòîÿíèÿìè ñïèíà (íàïðèìåð ó îäíîãî ñïèí ââåðõ, ó äðóãîãî ñïèí
âíèç) ïîìåùàþòñÿ â ñîñòîÿíèå 1s. Ýíåðãèÿ ñâÿçè ëþáîãî èç
ýëåêòðîíîâ â àòîìå ãåëèÿ áîëüøå, ÷åì â àòîìå âîäîðîäà çà ñ÷åò
áîëüøåãî çàðÿäà ÿäðà.
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Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ

Ìåíäåëååâà

Àòîì ëèòèÿ èìååò ÿäðî ñ çàðÿäîì Z = 3 è ñîîòâåòñòâåííî òðè
ýëåêòðîíà. Äâà èç íèõ íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèè 1s, à òðåòèé â ñèëó
ïðèíöèïà çàïðåòà Ïàóëè äîëæåí çàïîëíÿòü ñîñòîÿíèå 2s. Ýòîò
ýëåêòðîí èìååò çàìåòíî ìåíüøóþ ýíåðãèþ ñâÿçè, ÷åì ó ãåëèÿ,
ïîñêîëüêó äâà ýëåêòðîíà â ñîñòîÿíèè 1s ýêðàíèðóþò çàðÿä ÿäðà. Äàëåå
ïðè óâåëè÷åíèè çàðÿäà ÿäðà ó ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ ñíà÷àëà åùå îäèí
ýëåêòðîí çàïîëíÿåò ñîñòîÿíèå 2s, à çàòåì ñëåäóþùèå ýëåêòðîíû
çàïîëíÿþò ñîñòîÿíèå 2p, èìåþùåå ÷óòü áîëåå âûñîêóþ ýíåðãèþ çà
ñ÷åò êóëîíîâñêîãî îòòàëêèâàíèÿ ýëåêòðîíîâ. Â ñîñòîÿíèå 2p ìîæíî
ïîìåñòèòü øåñòü ýëåêòðîíîâ (2s + 1) · (2l + 1) = 2 · 3 = 6. Ýíåðãèÿ
ñâÿçè ïðè çàïîëíåíèè ãðóïïû 2s, 2p â öåëîì ðàñòåò, è ìàêñèìàëüíà ó
íåîíà Z = 10.
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Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñèñòåìà ýëåìåíòîâ

Ìåíäåëååâà

Íàòðèé èìååò ÿäðî ñ Z = 11 è îäèííàäöàòûé ýëåêòðîí â ñèëó
ïðèíöèïà Ïàóëè äîëæåí çàïîëíÿòü ñîñòîÿíèå 3s. Òàê æå êàê ó ëèòèÿ,
ýòîò ýëåêòðîí èìååò çàìåòíî ìåíüøóþ ýíåðãèþ ñâÿçè çà ñ÷åò
ýêðàíèðîâàíèÿ çàðÿäà ÿäðà äðóãèìè ýëåêòðîíàìè â ñîñòîÿíèÿõ
1s, 2s, 2p. Òàêèì îáðàçîì â öåëîì ïðîèñõîäèò ïåðèîäè÷åñêîå
ïîâòîðåíèå ñâîéñòâ ýëåìåíòîâ. Íàáëþäàåìîå íàðóøåíèå
ïåðèîäè÷íîñòè ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè çàðÿäà ÿäðà îáúÿñíÿåòñÿ
áîëåå òîíêèìè ýôôåêòàìè.
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Ìîäåëü àòîìà Òîìàñà-Ôåðìè

Ìíîãîýëåêòðîííûå àòîìû ìîæíî

Ý. Ôåðìè

îïèñàòü äðóãîé ìîäåëüþ, ïðåäëîæåííîé
Ý. Ôåðìè è Ë. Òîìàñîì. Ìû ðàññìîòðèì
ýòó ìîäåëü êà÷åñòâåííî, íà óðîâíå îöåíîê
(ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëåííûõ ìíîæèòåëåé).
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Ìîäåëü àòîìà Òîìàñà-Ôåðìè

Ïðåäñòàâèì ãðóáî àòîì êàê ÿùèê ðàçìåðîì R × R × R . Óðîâíè
ýíåðãèè â îäíîìåðíîì ÿùèêå íàéäåíû â ëåêöèè 2

ε =
~2

2m

π2n2

R2
. (148)

×èñëî ñîñòîÿíèé

n =
R
√

2mε

π~
=

Rp

π~
, (149)

ãäå p =
√

2mε > 0 åñòü ìîäóëü èìïóëüñà ÷àñòèöû. Â òðåõìåðíîì
ñëó÷àå ÷èñëî ñîñòîÿíèé ñ èìïóëüñîì p < p0 ðàâíî

Np<p0 =
R3

(2π~)3

∫ p0

0
4πp2dp =

R3p30
(6π2~3)

, (150)

Çäåñü èñïîëüçîâàíû ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû.
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Ìîäåëü àòîìà Òîìàñà-Ôåðìè

Íà êàæäûé èç ýòèõ óðîâíåé ìîæíî ïîìåñòèòü äâà ýëåêòðîíà (ó îäíîãî
ñïèí ââåðõ, ó äðóãîãî ñïèí âíèç). Â àòîìå ñ çàðÿäîì ÿäðà Z èìååòñÿ Z
ýëåêòðîíîâ è îíè çàïîëíÿþò âñå óðîâíè âïëîòü äî çíà÷åíèÿ èìïóëüñà,
íàçûâàåìîãî èìïóëüñîì Ôåðìè

p0 =
~
R

(
3π2Z

)1/3 ∼ ~Z 1/3

R
. (151)

Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âñåõ ýëåêòðîíîâ ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíà

T ∼ Z
p20
m
∼ ~2Z 5/3

mR2
. (152)

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âñåõ ýëåêòðîíîâ â ïîëå ÿäðà ïî ïîðÿäêó
âåëè÷èíû ðàâíà

U ∼ −Z 2e2

R
. (153)
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Ìîäåëü àòîìà Òîìàñà-Ôåðìè

Ðàññìàòðèâàåì ðàçìåð àòîìà R êàê âàðèàöèîííûé ïàðàìåòð,
ìèíèìèçèðóåì ïîëíóþ ýíåðãèþ àòîìà

E = T + U ∼ ~2Z 5/3

mR2
− Z 2e2

R
. (154)

dE

dR
∼ −~2Z 5/3

mR3
+

Z 2e2

R2
= 0 → R0 ∼

~2

me2Z 1/3
=

a

Z 1/3
, (155)

ãäå a = ~2/me2 áîðîâñêèé ðàäèóñ. Òàêèì îáðàçîì ñðåäíèé ðàçìåð
àòîìà óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì çàðÿäà ÿäðà.
Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ àòîìà ðàâíà

E ∼ −Z 7/3e2

a
(156)

è òàêæå óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì çàðÿäà ÿäðà. Íàéäåííàÿ çàâèñèìîñòü
îò çàðÿäà ÿäðà õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì.
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Ìîäåëü àòîìà Òîìàñà-Ôåðìè

Èíòåðåñíóþ îäíîìåðíóþ
 

 

 

 

Ã.Ë. Êîòêèí

ìîäåëü àòîìà ïðåäëîæèë Êîòêèí Ã.Ë.
�Îäíîìåðíûé
àòîì Òîìàñà � Ôåðìè�. Òîíêàÿ
ïëàñòèíà ñ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ
çàðÿäà σ îêðóæåíà ýëåêòðîííûì
ãàçîì, ýêðàíèðóþùèì çàðÿä. Íàéäåì
ïîòåíöèàë è ïëîòíîñòü çàðÿäà ýëåêòðîíîâ
êàê ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ äî ïëàñòèíû.
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Ìîäåëü àòîìà Òîìàñà-Ôåðìè

Ìàêñèìàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà

p2F
2m
− eφ = 0, (157)

ïîñêîëüêó ïðè óäàëåíèè îò ïëàñòèíû ïîòåíöèàë φ è ïëîòíîñòü
ýëåêòðîíîâ n, ñâÿçàííàÿ ñ èìïóëüñîì Ôåðìè pF ñîîòíîøåíèåì
n = p3F/(3π2~3), ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïîòåíöèàë íàéäåì èç óðàâíåíèÿ
Ïóàññîíà

d2φ

dx2
=

4(2m)3/2e5/2

3π2~3
φ3/2 ≡ aφ3/2, (158)

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì

−dφ

dx

∣∣∣∣∣
x→+0

= 2πσ. (159)

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã. () ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II Ëåêöèÿ 4 Ìíîãîýëåêòðîííûå àòîìû.30 ìàðòà 2016 ã. 80 / 255



Ìîäåëü àòîìà Òîìàñà-Ôåðìè

Çàìåíîé ïåðåìåííûõ φ = αψ, x = βξ ïðèâîäèì óðàâíåíèå Ïóàññîíà ê
áîëåå ïðîñòîìó âèäó

d2ψ

dξ2
= ψ3/2, (160)

ïîòðåáîâàâ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ aα1/2β2 = 1. Ãðàíè÷íîå óñëîâèå
ñâîäèòñÿ ê

−dψ

dξ

∣∣∣∣∣
ξ→+0

= 1, (161)

ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ α = 2πσβ. Òîãäà

α =
(2πσ)4/5

a2/5
, β =

(2πσ)−1/5

a2/5
. (162)
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Ìîäåëü àòîìà Òîìàñà-Ôåðìè

Ïåðâûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì íà
dψ/dξ è èíòåãðèðîâàíèåì:

dψ

dξ
= − 2√

5
ψ5/4, (163)

ãäå êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâíà íóëþ ò. ê. ψ → 0 ïðè ξ →∞.Èç
äðóãîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ ïîëó÷àåì ψ(0) = (5/4)2/5. Åùå îäíî
èíòåãðèðîâàíèå äàåò

ψ =
400

(ξ + C )4
, (164)

ãäå C = 2
√

5(4/5)1/10. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ψ(0) ≈ 1.1. Ïðè
óäàëåíèè îò ïëàñòèíû ïëîòíîñòü ýëåêòðîíîâ óáûâàåò íà áîëüøèõ
ðàññòîÿíèÿõ êàê n(x) ∼ x−6. Âáëèçè ïëàñòèíû n(0) ∼ σ6/5.
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Ïàðàìàãíèòíûå ñâîéñòâà ýëåêòðîííîãî ãàçà

Ðàññìîòðèì ýëåêòðîííûé ãàç, çàêëþ÷åííûé â ÿùèê îáúåìà V ïðè
íóëåâîé òåìïåðàòóðå. Íàéäåì ìàãíèòíûé ìîìåíò ýëåêòðîííîãî ãàçà,
ñâÿçàííûé ñ ìàãíèòíûì ìîìåíòîì ýëåêòðîíà, ò.å. ïàðàìàãíèòíûå
ñâîéñòâà. Îáîçíà÷èì ìàãíèòíûé ìîìåíò ýëåêòðîíà ÷åðåç
µ = e~/(2mc) è ñ÷èòàåì, ÷òî ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà â ìàãíèòíîì ïîëå H
ãîðàçäî ìåíüøå ýíåðãèè Ôåðìè: µH � εF . Íàìàãíè÷åííîñòü åñòü

M = µ(N+ − N−), (165)

ãäå N+,N− � ÷èñëî ýëåêòðîíîâ ñ ìàãíèòíûì ìîìåíòîì ïî ïîëþ è
ïðîòèâ ïîëÿ, ñîîòâåòñòâåííî. Ýíåðãèè âåðõíèõ çàïîëíåííûõ óðîâíåé
äëÿ ýëåêòðîíîâ ñ ìàãíèòíûì ìîìåíòîì ïî ïîëþ è ïðîòèâ ïîëÿ
äîëæíû ñîâïàäàòü (èíà÷å ýëåêòðîíû áóäóò ìåíÿòü íàïðàâëåíèå ñïèíà
÷òîáû ñðàâíÿòü ýíåðãèè).
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Ïàðàìàãíèòíûå ñâîéñòâà ýëåêòðîííîãî ãàçà

Ýòî ïðèâîäèò ê ðàçíûì çíà÷åíèÿì èìïóëüñîâ p± äëÿ ýëåêòðîíîâ ñ
ìàãíèòíûì ìîìåíòîì ïî ïîëþ è ïðîòèâ ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè Ôåðìè.
Òàêèì îáðàçîì ãðàíè÷íûå èìïóëüñû p+, p− îïðåäåëÿþòñÿ èç
ñîîòíîøåíèÿ

p2+
2m
− µH =

p2−
2m

+ µH = εF . (166)

Ñëåäîâàòåëüíî

N+ =

∫ p+

0

V 4πp2dp

(2π~)3
≈ N

2
+

1

2

∂N

∂εF
µH, (167)

N− =

∫ p−

0

V 4πp2dp

(2π~)3
≈ N

2
− 1

2

∂N

∂εF
µH, (168)

ãäå N � ïîëíîå ÷èñëî ýëåêòðîíîâ

N = 2

∫ pF

0

V 4πp2dp

(2π~)3
= N(εF ) = N+ + N−. (169)
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Ïðèëîæåíèå ê àñòðîôèçèêå.

Òàêèì îáðàçîì íàìàãíè÷åííîñòü ðàâíà

M = µ(N+ − N−) ≈ µ∂(N)

∂εF
µH =

= µ2H
3N

2εF
= µ2H

3NmV 2/3

~2(3π2N)2/3
∼ N1/3. (170)

Íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü íàìàãíè÷åííîñòè îò ÷èñëà ÷àñòèö M ∼ N1/3

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïðèíöèïà Ïàóëè.
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Ïðèëîæåíèå ê àñòðîôèçèêå.

Êîãäà â îáû÷íîé çâåçäå âûãîðàåò çàìåòíàÿ ÷àñòü âîäîðîäà,
òåðìîÿäåðíàÿ ðåàêöèÿ ïðåêðàùàåòñÿ è çâåçäà, èçëó÷àÿ, áóäåò îñòûâàòü
è ñæèìàòüñÿ. Ïðè ñæàòèè ãðàâèòàöèîííàÿ ýíåðãèÿ óìåíüøàåòñÿ

Eg ∼ −
GM2

R
, (171)

îäíàêî ýíåðãèÿ ýëåêòðîííîãî ãàçà âîçðàñòàåò

Ee ∼ NeεF ∼ Ne
~2

me

(
Ne

V

)2/3

∼ ~2

meR2

(
M

mp

)5/3

. (172)

Â ðåçóëüòàòå õîëîäíàÿ çâåçäà, íàçûâàåìàÿ áåëûì êàðëèêîì, äîñòèãíåò
íåêîòîðîãî ðàâíîâåñíîãî ðàäèóñà, îïðåäåëÿåìîãî óñëîâèåì ìèíèìóìà
ïîëíîé ýíåðãèè
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Ïðèëîæåíèå ê àñòðîôèçèêå.

Èç ìèíèìóìà ïîëíîé ýíåðãèè

E = −GM2

R
+

~2

meR2

(
M

mp

)5/3

(173)

ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ ðàäèóñà áåëîãî êàðëèêà

Ráê ≈
~2

Gmem
5/3
p M1/3

≈

≈ 10−54

7 · 10−8 10−27 (1, 6 · 10−24)5/3 (2 · 1033)1/3
≈ 109ñì = 104êì (174)
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Ïðèëîæåíèå ê àñòðîôèçèêå.

Åñëè çâåçäà íà íà÷àëüíîé ñòàäèè èìåëà ìàññó, çàìåòíî áîëüøóþ
ìàññû Ñîëíöà, èëè ìàññà áåëîãî êàðëèêà ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿ çà ñ÷åò
çàõâàòà(àêêðåöèè) îêðóæàþùåãî âåùåñòâà, òî ãàç ýëåêòðîíîâ ìîæåò
ñòàòü óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèì.
Îöåíèì ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ìàññû áåëîãî êàðëèêà.
Ýíåðãèÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî ôåðìè-ãàçà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

Eóð ≈ NepF c ≈
~cM4/3

Rm
5/3
p

, (175)

ãäå pF �èìïóëüñ Ôåðìè.

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã. () ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II Ëåêöèÿ 4 Ìíîãîýëåêòðîííûå àòîìû.30 ìàðòà 2016 ã. 88 / 255



Ïðèëîæåíèå ê àñòðîôèçèêå.

Âûðàæåíèå äëÿ ãðàâèòàöèîííîé ýíåðãèè è ýíåðãèè
óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ýëåêòðîíîâ èìåþò îäèíàêîâóþ çàâèñèìîñòü îò
ðàäèóñà çâåçäû, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè E < 0 çâåçäà áóäåò
íåîãðàíè÷åííî ñæèìàòüñÿ, ò.å. ó áåëîãî êàðëèêà åñòü ïðåäåëüíîå
çíà÷åíèå ìàññû M∗, îïðåäåëÿåìîå âûðàæåíèåì

M∗ ≈
1

m2
p

(
~c
G

)3/2

≈ 1

3 · 10−48

(
10−273 · 1010

7 · 10−8

)3/2

≈ 3 · 1033ã (176)

Ýòó âåëè÷èíó íàçûâàþò ïðåäåëîì ×àíäðàñåêàðà â ÷åñòü èíäèéñêîãî
ôèçèêà, âïåðâûå óñòàíîâèâøåãî ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ
ìàññû áåëîãî êàðëèêà.

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã. () ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II Ëåêöèÿ 4 Ìíîãîýëåêòðîííûå àòîìû.30 ìàðòà 2016 ã. 89 / 255



Ïðèëîæåíèå ê àñòðîôèçèêå.

Ïîêàæåì çàêîííîñòü ïðåíåáðåæåíèÿ êóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì
ìåæäó çàðÿæåííûìè ÷àñòèöàìè ïðè òàêèõ áîëüøèõ ïëîòíîñòÿõ. Äëÿ
íåðåëÿòèâèñòñêîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà ýòî óñëîâèå èìååò âèä

e2

r0
≈ e2

(
N

V

)1/3

� εF ≈
~2

me

(
N

V

)2/3

, (177)

÷òî ýêâèâàëåíòíî(
N

V

)1/3

≈
(

M

mpR3

)1/3

≈
(

2 · 1033

1, 6 · 10−24 1027

)1/3

≈ 1010cì−1 �

� e2me

~2
=

1

aB
≈ 108ñì−1. (178)
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Ïðèëîæåíèå ê àñòðîôèçèêå.

Äëÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî ñëó÷àÿ óñëîâèå ïðèíèìàåò âèä

e2

r0
≈ e2

(
N

V

)1/3

� pF c ≈ ~c
(
N

V

)1/3

(179)

èëè
e2

~c
≈ 1

137
� 1 (180)
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Ïðèëîæåíèå ê àñòðîôèçèêå.

Åñëè ìàññà áåëîãî êàðëèêà ïðåâûøàåò ïðåäåë ×àíäðàñåêàðà, òî
íà÷èíàåòñÿ ñæàòèå çâåçäû è ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíîé ðåàêöèÿ îáðàòíîãî
β-ðàñïàäà e− + p → n + ν, ò.å. ïðîèñõîäèò íåéòðîíèçàöèÿ âåùåñòâà è
îáðàçóåòñÿ íåéòðîííàÿ çâåçäà. Â 1987 ã. íåéòðèíî ν, èñïóùåííûå â
ýòîé ðåàêöèè ïðè âñïûøêå ñâåðõíîâîé çâåçäû â Áîëüøîì
Ìàãåëëàíîâîì îáëàêå, áûëè çàðåãèñòðèðîâàíû äåòåêòîðàìè íà Çåìëå.
Ðàäèóñ íåéòðîííîé çâåçäû íàõîäèòñÿ òàêæå êàê äëÿ áåëîãî êàðëèêà ñ
çàìåíîé me → mn ( òåïåðü îñíîâíîé âêëàä â ýíåðãèþ äàþò
íåðåëÿòèâèñòñêèé íåéòðîííûé ãàç)

Ríç ≈
~2

Gm
8/3
p M1/3

≈ me

mp
Ráê ≈ 10êì. (181)

Òàêæå êàê äëÿ áåëîãî êàðëèêà, äëÿ íåéòðîííîé çâåçäû ñóùåñòâóåò
âåðõíèé ïðåäåë ìàññû

M∗ ≈
1

m2
p

(
~c
G

)3/2

≈ 3 · 1033ã. (182)
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ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II

Ëåêöèÿ 5 Ìîëåêóëÿðíàÿ ñâÿçü.

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã.

30 ìàðòà 2016 ã.
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Ìîëåêóëÿðíûé èîí âîäîðîäà

Ñàìîé ïðîñòîé ìîëåêóëÿðíîé ñèñòåìîé ÿâëÿåòñÿ ìîëåêóëÿðíûé èîí
âîäîðîäà, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ÿäåð (ïðîòîíîâ) è îäíîãî ýëåêòðîíà.
Ïîñêîëüêó ìàññû ÿäåð ìíîãî áîëüøå ìàññû ýëåêòðîíà, ñíà÷àëà ìîæíî
ðåøèòü çàäà÷ó ñ íåïîäâèæíûìè ÿäðàìè, ðàñïîëîæåííûìè íà
íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà R , à çàòåì ó÷åñòü èõ äâèæåíèå.
Òàêèì îáðàçîì ãàìèëüòîíèàí âñåé ñèñòåìû Ĥ ïðåäñòàâëÿåì êàê ñóììó

Ĥ = Ĥel (r ,R) + Ĥnuc (R), (183)

à âîëíîâóþ ôóíêöèþ êàê ïðîèçâåäåíèå

Ψ(~r , ~R) = ψel (~r ,R)ψnuc (~R). (184)

äâóõ ÷àñòåé, îòíîñÿùèõñÿ ê ýëåêòðîíó (èíäåêñ “el” ) è ÿäðàì (èíäåêñ
“nuc”. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ è ãàìèëüòîíèàí äëÿ ýëåêòðîíà çàâèñÿò îò
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÿäðàìè R êàê îò ïàðàìåòðà.
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Ìîëåêóëÿðíûé èîí âîäîðîäà

Ãàìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé äâèæåíèå ýëåêòðîíà â ìîëåêóëÿðíîì
èîíå âîäîðîäà èìååò âèä

Ĥel = − ~2

2m
∆− e2

|~r − ~R/2|
− e2

|~r + ~R/2|
+

e2

R
, (185)

ãäå íà÷àëî êîîðäèíàò âûáðàíî ïîñåðåäèíå ìåæäó ÿäðàìè, òàê ÷òî
|~r ± ~R/2| � ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ýëåêòðîíîì è ÿäðàìè, R � ðàññòîÿíèå
ìåæäó ÿäðàìè, m � ìàññà ýëåêòðîíà.
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Ìîëåêóëÿðíûé èîí âîäîðîäà

Ïîêàçàíî âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðîòîíîâ è ýëåêòðîíà. Ðàçìåðû
÷àñòèö ñèëüíî ïðåóâåëè÷åíû.
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Ìîëåêóëÿðíûé èîí âîäîðîäà

Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïðîòîíîâ è ýëåêòðîíà. Ðàçìåðû
÷àñòèö ñèëüíî ïðåóâåëè÷åíû.
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Ïåðâûé ÷ëåí â ãàìèëüòîíèàíå îïèñûâàåò êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ
ýëåêòðîíà, âòîðîé è òðåòèé ÷ëåíû � ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ
ïðèòÿæåíèÿ (çíàê “− ” ) ýëåêòðîíà ê ÿäðàì, ðàñïîëîæåííûì íà
ðàññòîÿíèÿõ r1,2 = |~r ± ~R/2|, ïîñëåäíèé ÷ëåí � êóëîíîâñêîå
îòòàëêèâàíèå (çíàê “ + ”) ïðîòîíîâ, ðàñïîëîæåííûõ äðóã îò äðóãà íà
ðàññòîÿíèè R .
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçóåì âàðèàöèîííûé ïîäõîä. Êà÷åñòâåííî
ïîíÿòíî, ÷òî ýëåêòðîí ïðåäïî÷òèòåëüíî äîëæåí íàõîäèòüñÿ ãäå-òî
ïîñåðåäèíå ìåæäó ÿäðàìè, ÷òîáû áûëî ïðèòÿæåíèå è îáðàçîâàëîñü
ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå. Â êà÷åñòâå íîðìèðîâàííîé ïðîáíîé âîëíîâîé
ôóíêöèè âîçüìåì

ψtr =

√
α3

π
e−αr , (186)

ãäå âàðèàöèîííûé ïàðàìåòð α ïîäáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà
ñðåäíåé ýíåðãèè E el
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Ìîëåêóëÿðíûé èîí âîäîðîäà

E el = 〈ψtr |Ĥel |ψtr 〉 = − ~2

2m

∫
ψtr (r)∆rψtr (r)d3r−

−e2
∫
ψ2

tr (r)

(
1

|~r − ~R/2|
+

1

|~r + ~R/2|

)
d3r +

e2

R
. (187)

Ïåðâûé èíòåãðàë ðàâåí

I1 = −~2α3

2mπ

∞∫
0

e−αr 1

r2
d

dr

(
r2
de−αr

dr

)
4πr2dr =

= −2~2α3

m

− 1

2α

∞∫
0

xe−xdx +
1

8α

∞∫
0

x2e−xdx

 =
~2α2

2m
. (188)
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Âòîðîé èíòåãðàë ðàâåí ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ïðèòÿæåíèÿ ýëåêòðîíà
ê ÿäðó eφ(r1), ãäå φ(r1) åñòü ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé ñôåðè÷åñêè
ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò ýëåêòðîííûì
ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïëîòíîñòüþ çàðÿäà ρ(r) = −e|ψtr (r)|2 â òî÷êå
ðàñïîëîæåíèÿ ÿäðà r1(= R/2):

φ(r1) = −eα3

r1π

r1∫
0

e−2αr 4πr2dr − eα3

π

∞∫
r1

e−2αr

r
4πr2dr . (189)

Ïåðâûé ÷ëåí � âêëàä îò îáëàñòè r 6 r1, ðàâåí

− e

2r1

(
−4α2r21 e

−2αr1 − 4αr1e
−2αr1 + 2− 2e−2αr1

)
. (190)

Âòîðîé ÷ëåí � âêëàä îò îáëàñòè r > r1. ðàâåí

−eα
(
2αr1e

−2αr1 + 2e−2αr1
)
. (191)
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Òî÷íî òàêîé æå âêëàä ïîëó÷àåòñÿ îò âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà ñî
âòîðûì ÿäðîì (î÷åâèäíî èç ñèììåòðèè).
Ñîáèðàÿ âñå âêëàäû, ïîëó÷èì

E el (α,R) =
~2α2

2m
+

e2

R
− 4e2

R

(
1− e−αR

)
+ 2e2αe−αR . (192)

Ââåäåì íîâûå ïàðàìåòðû β = αR, x = R/a, ãäå a = ~2/me2 �
áîðîâñêèé ðàäèóñ. Òîãäà

E el (β, x) =
e2

a

[
β2

2x2
− 3

x
+

2

x
(β + 2)e−β

]
. (193)

×èñëåííàÿ ìèíèìèçàöèÿ ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî ïàðìåòðàì β, x
ïîçâîëÿåò íàéòè, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ýíåðãèè äîñòèãàåòñÿ ïðè
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ β = 1.73,R = 1.8a è ðàâíî
E0 = −0.47e2/a = −12.8 ýÂ.
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Ìîëåêóëÿðíûé èîí âîäîðîäà

Çàâèñèìîñòü ñðåäíåé ýíåðãèè îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÿäðàìè äëÿ
íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà β.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

−0.5

−0.4

−0.3

−0.2

−0.1

0

R/a

E
(R

)

β=1.73

β=2.0

β=1.5
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Ìîëåêóëÿðíûé èîí âîäîðîäà

Òåïåðü ðàññìîòðèì äâèæåíèå ÿäåð. Íàéäåííóþ çàâèñèìîñòü ýíåðãèè
ýëåêòðîíà êàê ôóíêöèþ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÿäðàìè R , ïðåäñòàâèì â
âèäå

E 0(R) =
A

R2
− B

R
, (194)

ãäå

A = e2a
β20
2
, B = e2(3− 2(β0 + 2)e−β0).

Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â ñèñòåìå ïîêîÿ öåíòðà ìàññ ïðèíèìàåò âèä

ĤΨ(~r , ~R) =
(
Ĥel + Ĥnuc (R)

)
ψel (~r ,R)ψnuc (~R) = Eψel (~r ,R)ψnuc (~R),

(195)
Òîãäà ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ

Ĥelψel (~r ,R) = E0(R)ψel (~r ,R) (196)

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äâèæåíèå ÿäåð

Ĥnuc (R)ψnuc (~R) + E0(R)ψnuc (~R) = Eψnuc (~R). (197)
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Òàêèì îáðàçîì âåëè÷èíó E0(R) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ÿäåð. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà
ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè âçÿòü ýíåðãèþ â
ìèíèìóìå R = R0 = 2A/B,E0(R) = E0(R0) = −B2/4A, òî ÿäðà ìîãóò
òîëüêî âðàùàòüñÿ âîêðóã öåíòðà ìàññ. Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà
ñâîäèòñÿ ê

− ~2

2M
∆θ,φYl ,m =

~2l(l + 1)

2MR2
0

Yl ,m = (E − E0(R0))Yl ,m, (198)

ãäå M = mp/2 � ïðèâåäåííàÿ ìàññà äâóõ ÿäåð (ïðîòîíîâ) ñ ìàññîé mp

êàæäîå. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ýíåðãèÿ ðàâíà

E = E0(R0) +
~2

2I
l(l + 1), l = 0, 1, 2, .... (199)

ãäå ìîìåíò èíåðöèè ìîëåêóëû I = MR2
0 = 4MA2/B2.
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Ðàñêëàäûâàÿ ýíåðãèþ E0(R) äî âòîðîãî ïîðÿäêà âáëèçè ìèíèìóìà

E0(R) ≈ E0 + E ′′(R0)
(R − R0)2

2
= E0 +

MΩ2(R − R0)2

2
, (200)

Ω2 = B4/(8MA3), ïîëó÷èì ãàìèëüòîíèàí ãàðìîíè÷åñêîãî
îñöèëëÿòîðà, òàê ÷òî òåïåðü ýíåðãèÿ ìîëåêóëû ñêëàäûâàåòñÿ èç
ýëåêòðîííîé, êîëåáàòåëüíîé è âðàùàòåëüíîé ÷àñòåé:

E = E0(R0) + ~Ω

(
n +

1

2

)
+

~2

2I
l(l + 1), n = 0, 1, 2, .., l = 0, 1, 2, ...

(201)
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Ìîëåêóëÿðíûé èîí âîäîðîäà

Òåïåðü ïîëó÷èì òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ E0(R) = A/R2 − B/R. Ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â öåíòðàëüíîì ïîëå

− ~2

2M
(∆R + ∆θ,φ)ψnuc (~R) +

(
A

R2
− B

R

)
ψnuc (~R) = Eψnuc (~R) (202)

èùåì â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ óãëîâîé è ðàäèàëüíîé ÷àñòåé

ψnuc (~R) = Yl ,m(θ, φ)Fnuc (R) (203)

è ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè

− ~2

2M
∆RF (R) +

~2

2MR2

(
l(l + 1) +

2MA

~2

)
F (R)− B

R
F (R) = EF (R)

(204)
ïî âèäó ñîâïàäàþùåå ñ óðàâíåíèåì äëÿ ðàäèàëüíîé ÷àñòè âîëíîâîé
ôóíêöèè àòîìà âîäîðîäà (ëåêöèÿ 10).
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Ìîëåêóëÿðíûé èîí âîäîðîäà

Âìåñòî êâàäðàòà çàðÿäà èìååì e2 → B , âìåñòî êâàíòîâîãî ÷èñëà
îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà èìååì l ′(l ′ + 1) → l(l + 1) + 2MA/~2 òî åñòü

l ′ = −1

2
+

√(
l +

1

2

)2

+
2MA

~2
.

Òàêèì îáðàçîì ýíåðãèÿ ìîëåêóëÿðíîãî èîíà âîäîðîäà ðàâíà

E = −MB2

2~2
1

(nR + l ′ + 1)2
=

= −MB2

2~2
1

(nR + 1/2 +
√

(l + 1/2)2 + 2MA/~2)2
. (205)
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Îöåíèì âåëè÷èíó

2MA

~2
=

2M~2β2

2m~2
∼ M

m
� 1. (206)

Çíà÷èò ìîæíî ðàçëîæèòü ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå, ïîëó÷àÿ

E ≈ −B2

4A

(
1 +

√
~2

2MA
(nR + 1/2) +

~2

4MA
(l + 1/2)2

)−2
. (207)

Âòîðîé ÷ëåí â êðóãëûõ ñêîáêàõ îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ ÿäåð, òðåòèé �
âðàùåíèå. Ýëåêòðîííàÿ ýíåðãèÿ áîëüøå êîëåáàòåëüíîé â ∼

√
M/m

ðàç, êîëåáàòåëüíàÿ ýíåðãèÿ áîëüøå âðàùàòåëüíîé òîæå ∼
√
M/m ðàç.
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Åñëè åùå ðàç ðàçëîæèòü ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ïî
ìàëîìó ïàðàìåòðó

√
m/M, ïîëó÷èì ïðèâåäåííûé âûøå

ïðèáëèæåííûé ðåçóëüòàò

E ≈ −B2

4A
+

~B2

√
8MA3

(nR + 1/2) +
~2B2

8MA2
l(l + 1) ≡

≡ E0(R0) + ~Ω

(
n +

1

2

)
+

~2

2I
l(l + 1), n = 0, 1, 2, .., l = 0, 1, 2, ....

(208)
Íà ñàìîì äåëå íàäî åùå äîáàâèòü ê ýòîìó âûðàæåíèþ ÷ëåí òîãî æå
ïîðÿäêà

−3~2B2

2MA2
(nR + 1/2)2, (209)

êîòîðûé íåìíîãî óìåíüøàåò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó êîëåáàòåëüíûìè
óðîâíÿìè ñ ðîñòîì êâàíòîâîãî ÷èñëà nR .
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Íèçêîëåæàùèå êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûå óðîâíè ýíåðãèè
ìîëåêóëÿðíîãî èîíà âîäîðîäà.
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ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II

Ëåêöèÿ 6 Íåñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé.

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã.
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ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã. () ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II Ëåêöèÿ 6 Íåñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé.30 ìàðòà 2016 ã. 111 / 255



Íåñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ êâàíòîâîé ìåõàíèêå èçó÷àþòñÿ çàâèñÿùèå îò
âðåìåíè (íåñòàöèîíàðíûå) ïðîöåññû. Íàïðèìåð, ðàññåÿíèå ÷àñòèö íà
àòîìàõ èëè ìîëåêóëàõ, âîçäåéñòâèå âíåøíèõ çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè
ýëåêòðè÷åñêèõ èëè ìàãíèòíûõ ïîëåé íà àòîìíûå ñèñòåìû è ò.ä. Â
ñëó÷àå ñëàáîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî îïÿòü ïðèìåíèòü òåîðèþ
âîçìóùåíèé, îäíàêî â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ìû èùåì âåðîÿòíîñòè
ïåðåõîäà ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè. Â íåñòàöèîíàðíîì
óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà

i~
∂Ψ(r , t)

∂t
= ĤΨ(r , t) (210)

ðàçäåëèì ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû íà äâå ÷àñòè

Ĥ = Ĥ0 + V̂ (t), (211)
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ãäå äëÿ Ĥ0 ìû çíàåì ðåøåíèå

Ψ0
n(r , t) = ψ

(0)
n (r)e−iE

(0)
n t/~, Ĥ0ψ

(0)
n (r) = E

(0)
n ψ

(0)
n (r), (212)

à ÷àñòü V̂ (t), íàçûâàåìàÿ âîçìóùåíèåì, çàâèñèò îò âðåìåíè. Åñëè

ñèñòåìà â íà÷àëå íàõîäèëàñü â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè ψ
(0)
n

íåâîçìóùåííîãî ãàìèëüòîíèàíà Ĥ0, òî ïîä äåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ

V̂ (t) ñèñòåìà ìîæåò ïåðåéòè â äðóãîå ñîñòîÿíèå ψ
(0)
m . Èùåì ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

i~
∂Ψ(r , t)

∂t
= ĤΨ(r , t) (213)

â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì íåâîçìóùåííîãî
ãàìèëüòîíèàíà

Ψ(r , t) =
∑

k

bk (t)ψ
(0)
k (r)e−iE

(0)
k t/~. (214)
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà èìååì∑
k

(
E
(0)
k bk (t) +

dbk (t)

dt

)
ψ
(0)
k (r)e−iE

(0)
k t/~ =

=
(
Ĥ0 + V̂ (t)

)∑
k

bk (t)ψ
(0)
k (r)e−iE

(0)
k t/~. (215)

Ïîñêîëüêó

Ĥ0ψ
(0)
k (r) = E

(0)
k ψ

(0)
k (r), (216)

ïîëó÷àåì∑
k

dbk (t)

dt
ψ
(0)
k (r)e−iE

(0)
k t/~ =

∑
k

bk (t)V̂ (t)ψ
(0)
k (r)e−iE

(0)
k t/~. (217)
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Óìíîæèì îáå ÷àñòè ñëåâà íà ψ
(0)∗
n (r) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî

êîîðäèíàòàì. Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ îðòîíîðìèðîâàííîñòè ôóíêöèé∫
ψ
(0)∗
n (r)ψ

(0)
k (r)d3r = δnk , (218)

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

dbn(t)

dt
=
∑

k

bk (t)

∫
ψ
(0)∗
n (r)V̂ (t)ψ

(0)
k (r)d3r e i(E

(0)
n −E

(0)
k )t/~ =

=
∑

k

bk (t)V̂nk (t)e i(E
(0)
n −E

(0)
k )t/~. (219)
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Åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñèñòåìà íàõîäèëàñü â
ñîñòîÿíèè i , òî åñòü bk (0) = δki , â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè

bn(t) ≈ −1

~

t∫
0

V̂ni (t)e i(E
(0)
n −E

(0)
i )t/~dt. (220)

Òîãäà âåðîÿòíîñòü íàéòè ñèñòåìó â ñîñòîÿíèè n(6= i) â ìîìåíò
âðåìåíè t ðàâíà

Pn(t) = |bn(t)|2 =
1

~2
∣∣∣ t∫
0

V̂ni (t)e i(E
(0)
n −E

(0)
i )t/~dt

∣∣∣2. (221)

Óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùåíèé � |bn(t)| � 1.
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Ïðèìåð 1. Íàéäåì âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ
ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â âîçáóæäåííûå ñîñòîÿíèÿ ïîä
äåéñòâèåì ïîòåíöèàëà âèäà

V̂ =
Ax2

1 + t/τ2
, (222)

êîòîðûé ìåäëåííî âêëþ÷àåòñÿ ïðè t1 � −τ , à çàòåì ìåäëåííî
âûêëþ÷àåòñÿ ïðè t2 � +τ . Âûðàçèì îïåðàòîð êîîðäèíàòû ÷åðåç
îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ (ëåêöèÿ 3)

x̂ =

√
~

2mω

(
â + â†

)
. (223)

Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò

V10 ∼ 〈1|
(
â + â†

)2
|0〉 = 0. (224)

Îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî ìàòðè÷íûé ýëåìåíò

V20 ∼ 〈2|
(
â + â†

)2
|0〉 = 〈2|â†2|0〉 =

√
2. (225)
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Ïî ôîðìóëå (221) íàõîäèì

P20 =
1

~2
∣∣∣ +∞∫
−∞

A
√

2~
2mω

1

1 + t2/τ2
e i(5~ω/2−~ω/2)t/~dt

∣∣∣2. (226)

Èíòåãðàë âû÷èñëÿåì ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî êîíòóðó

+∞∫
−∞

1

1 + t2/τ2
e i2~ωt/~dt = τ22πi

e−2ωτ

2iτ
= πτe−2ωτ . (227)

Îêîí÷àòåëüíî

P20 =
A2π2τ2

2m2ω2
e−4ωτ . (228)

Ýòî âûðàæåíèå èìååò ìàêñèìóì (êàê ôóíêöèÿ τ ) ïðè τ = 1/2ω, òî
åñòü íàèáîëåå ýôôåêòèâíîå âîçáóæäåíèå ïðîèñõîäèò åñëè õàðàêòåðíîå
âðåìÿ íàðàñòàíèÿ âîçìóùåíèå τ ñðàâíèìî ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà T = 2π/ω.
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Ïåðèîäè÷åñêîå âîçìóùåíèå

×àñòî âñòðå÷àåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà âîçìóùåíèå èìååò ïåðèîäè÷åñêèé
õàðàêòåð (íàïðèìåð âîçäåéñòâèå íà àòîì ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñâåòà)

V̂ (t) = V̂0e
−iωt . (229)

Òîãäà âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïî ôîðìóëå (221) ðàâíà

Pni =
1

~2
|〈n|V̂0|i〉|2

∣∣∣ t∫
0

e i(ωni−ω)tdt
∣∣∣2 =

1

~2
|〈n|V̂0|i〉|24

sin2((ωni − ω)t/2)

(ωni − ω)2
,

(230)

ãäå ωni = (E
(0)
n − E

(0)
i )/~.

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã. () ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II Ëåêöèÿ 6 Íåñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé.30 ìàðòà 2016 ã. 119 / 255



Ïåðèîäè÷åñêîå âîçìóùåíèå

Ôóíêöèÿ
sin2(∆ωt/2)

∆ω2
, (231)

ãäå ∆ω ≡ ωni − ω, ïðè ωni t � 1 èìååò óçêóþ øèðèíó (∼ 1/t) è
âûñîêèé ìàêñèìóì (∼ t2), ò.å. ïðîïîðöèîíàëüíà tδ(∆ω)

sin2(∆ωt/2)

∆ω2
= Atδ(∆ω). (232)

Êîýôôèöèåíò A íàéäåì èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî ∆ω

∞∫
−∞

sin2(∆ωt/2)

∆ω2
d∆ω =

∞∫
−∞

t

2

sin2(∆ωt/2)

∆ω2t2/4
d(∆ωt/2) =

πt

2
= At, (233)
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âîçìóùåíèÿ

ãäå èñïîëüçîâàíî çíà÷åíèå èíòåãðàëà

+∞∫
−∞

sin2(y)

y2
dy = −

+∞∫
−∞

sin2(y)d
1

y
= −sin2(y)

y

∣∣∣+∞
−∞

+

+∞∫
−∞

sin(2y)

2y
d(2y) = π.

(234)
Ñëåäîâàòåëüíî âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà â åäèíèöó âðåìåíè (ñêîðîñòü
ïåðåõîäà) ðàâíà

Pni

t
≡ Ṗni =

2π

~
|〈n|V̂0|i〉|2δ(E

(0)
n − E

(0)
i − ~ω). (235)

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã. () ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II Ëåêöèÿ 6 Íåñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé.30 ìàðòà 2016 ã. 121 / 255



Ïåðåõîäû ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî

âîçìóùåíèÿ

Ïðèìåð 2. Íàéäåì âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî
âîçìóùåíèÿ èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû â äðóãîå.
Èùåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

i~
∂Ψ

∂t
= i~

∂

∂t

(
C0(t)
C1(t)

)
=

(
E0 V01

V10 E1

)(
C0(t)
C1(t)

)
. (236)

â âèäå (
C0(t)
C1(t)

)
= e−iEt/~

(
a0
a1

)
, (237)

ïîëó÷àÿ óðîâíè ýíåðãèè

E± =
E0 + E1

2
±
√

(E0 − E1)2

4
+ V 2 (238)
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âîçìóùåíèÿ

è ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè

(E± − E0)a0 = V01a1. (239)

Äëÿ âûðîæäåííûõ óðîâíåé, E1 = E0, è íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ(
C0(0)
C1(0)

)
=

(
1
0

)
, (240)

ïîëó÷àåì
E± = E0 ± V , (241)
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âîçìóùåíèÿ

Ψ(t) =

(
C0(t)
C1(t)

)
= e−i(E0+V )t/~ 1

2

(
1
1

)
+ e−i(E0−V )t/~ 1

2

(
1
−1

)
=

= e−iE0t/~
(

cos(Vt/~)
−i sin(Vt/~)

)
. (242)

Åñëè ïðè t = 0 ñèñòåìà íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè |0〉, òî âåðîÿòíîñòü
îñòàòüñÿ â ýòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà

|C0|2 = cos2(Vt/~). (243)

Äëÿ íåâûðîæäåííûõ óðîâíåé, ∆E = E1 − E0 6= 0, âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà
â äðóãîå ñîñòîÿíèå ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå åäèíèöû â ëþáîé ìîìåíò
âðåìåíè, êàê ïîêàçàíî íà ñëåäóþùèõ ãðàôèêàõ.
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âîçìóùåíèÿ

Ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ íà óðîâíå
|0〉 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ðàçíîñòè óðîâíåé ýíåðãèè äâóõóðîâíåâîé
ñèñòåìû, ïîäâåðæåííîé ïîñòîÿííîìó âîçìóùåíèþ V .
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âîçìóùåíèÿ

×àñòî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïåðåõîä íå â åäèíñòâåííîå ñîñòîÿíèå, à â
óçêèé èíòåðâàë ñîñòîÿíèé âáëèçè íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ. Ôîðìóëà (235)
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ïåðåõîäà ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî
âîçìóùåíèÿ. Ïîëàãàÿ ω = 0 è ïåðåõîäÿ îò ñóììèðîâàíèÿ ïî
äèñêðåòíûì óðîâíÿì ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ýíåðãèè, ïîëó÷èì

Ṗni =
2π

~
|〈n|V̂0|i〉|2dν. (244)

ãäå dν � ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé. Êîíêðåòíûå ïðèìåðû ïðèâåäåíû â
ëåêöèÿõ 7, 11. Íèæå ïðèâåäåí ïðèìåð ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ýâîëþöèè êâàíòîâîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç 60 ñîñòîÿíèé ïîä
äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî âîçìóùåíèÿ. Ïåðâîíà÷àëüíî ñèñòåìà
íàõîäèëàñü â îäíîì ñîñòîÿíèè. Âåðîÿòíîñòü æå îñòàòüñÿ â íà÷àëüíîì
ñîñòîÿíèè i ýêñïîíåíöèàëüíî óìåíüøàåòñÿ ñî âðåìåíåì (â îòëè÷èå îò
äâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû).
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âîçìóùåíèÿ

Ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ |C0| îò âðåìåíè äëÿ ñèñòåìû èç 60 áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ
óðîâíåé. Ïîêàçàíû äàííûå äëÿ âîçìóùåíèÿ V ðàçíîé èíòåíñèâíîñòè.
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âîçìóùåíèÿ

Çàâèñèìîñòü ëîãàðèôìà ìîäóëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè íà÷àëüíîãî
ñîñòîÿíèÿ ln |C0|, ïîêàçûâàþùàÿ ýêñïîíåíöèàëüíîå óìåíüøåíèå.
Ïîêàçàíû òàêæå ìîäóëè âîëíîâûõ ôóíêöèé äðóãèõ ñîñòîÿíèé.
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Íåêîòîðûå ïðîöåññû õàðàêòåðèçóþòñÿ î÷åíü áûñòðûì (âíåçàïíûì)
âêëþ÷åíèåì âîçìóùåíèÿ, ò.å. õàðàêòåðíîå âðåìÿ âêëþ÷åíèÿ
âîçìóùåíèÿ ãîðàçäî ìåíüøå õàðàêòåðíîãî âðåìåíè èçìåíåíèÿ
ïàðàìåòðîâ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ïðèâåäåì êîíêðåòíûå ïðèìåðû
Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì àòîì âîäîðîäà â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè.
Âíåçàïíî èìïóëüñ ÿäðà ìåíÿåòñÿ íà âåëè÷èíó P , íàïðèìåð ïðè
ñòîëêíîâåíèè ñ áûñòðûì íåéòðîíîì, êîòîðûé ïî÷òè íå äåéñòâóåò íà
ýëåêòðîí, òàê êàê íå èìååò çàðÿäà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ÷òî àòîì
âîäîðîäà îñòàíåòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè? Ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ öåíòð
ìàññ àòîìà âîäîðîäà äâèæåòñÿ ñ èìïóëüñîì P , òàê ÷òî âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä

Ψ′0(r) = e i~P·~r/~ e
−r/a

√
πa3

. (245)
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Òîãäà âåðîÿòíîñòü îñòàòüñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, òî åñòü ïåðåõîäà
0→ 0′, ðàâíà

P0→0′ =
∣∣∣ ∫ (Ψ′0(r)

)∗
Ψ0(r)d3r

∣∣∣2 =
∣∣∣ ∫ e−i~P·~r/~ e

−2r/a

πa3
d3r
∣∣∣2. (246)

Èíòåãðèðîâàíèå ïî óãëàì äàåò

π∫
0

e−iPr cos θ/~2π sin θdθ =
2π

iPr/~

(
e iPr/~ − e−iPr/~

)
. (247)
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Òîãäà

P0→0′ =
∣∣∣ 2

iPa3/~

∞∫
0

re−2r/a
(
e iPr/~ − e−iPr/~

) ∣∣∣2 =

=
∣∣∣ 1

2iPa/~

[
1

(1− iPa/2~)2
− 1

(1 + iPa/2~)2

] ∣∣∣2 =
1

(1 + P2a2/4~2)4
.

(248)
Åñëè èìïóëüñ îòäà÷è ÿäðà äîñòàòî÷íî áîëüøîé, P � ~/a, òî
âåðîÿòíîñòü îñòàòüñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ìàëà.

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã. () ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II Ëåêöèÿ 6 Íåñòàöèîíàðíàÿ òåîðèÿ âîçìóùåíèé.30 ìàðòà 2016 ã. 131 / 255



Âíåçàïíîå âîçìóùåíèå

Ïðèìåð 2. Ýôôåêò Ìåññáàóýðà. Ðàññìîòðèì ïðîñòóþ ìîäåëü, êîãäà
ðàäèîàêòèâíîå ÿäðî â êðèñòàëëå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äâèæóùååñÿ â
ïîòåíöèàëå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ õàðàêòåðíîé ÷àñòîòîé
ïîðÿäêà ω ∼ kBΘD/~, ãäå kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, ΘD �
òåìïåðàòóðà Äåáàÿ, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò ñâîéñòâà êðèñòàëëè÷åñêîé
ðåøåòêè. Åñëè ñâîáîäíîå ðàäèîàêòèâíîå ÿäðî èñïóñêàåò ãàììà-êâàíò,
òî èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà ÿäðî ïîëó÷àåò èìïóëüñ îòäà÷è
P ≈ Eγ/c , òàê ÷òî èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ãàììà-êâàíò èìååò
ýíåðãèþ

Eγ ≈ E0 −
P2

2M
≈ E0 −

E 2
0

2Mc2
, (249)

ãäå E0 � ðàçíîñòü ýíåðãèé âîçáóæäåííîãî è îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ÿäðà,
M � ìàññà ÿäðà.
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Äëÿ ÿäðà 57Fe ýíåðãèÿ îòäà÷è

R ≡ E 2
0

2Mc2
∼ (14.4 · 103ýÂ)2

2 · 57 · 109ýÂ
∼ 2 · 10−3ýÂ. (250)

Øèðèíà ëèíèè ïîãëîùåíèÿ ãàììà-èçëó÷åíèÿ, êàê óâèäèì ïîçæå,
îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì æèçíè âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ τ

Γ ∼ ~
τ
∼ 6 · 10−16ýÂ c

10−7c
∼ 6 · 10−9ýÂ� R, (251)

è ãîðàçäî ìåíüøå ýíåðãèè îòäà÷è ÿäðà. Ïîýòîìó çàìåòíîãî
ïîãëîùåíèå ãàììà-èçëó÷åíèÿ, èñïóùåííîãî ñâîáîäíûìè ÿäðàìè, íå
ïðîèñõîäèò.
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Äðóãîå äåëî, åñëè ÿäðî çàêëþ÷åíî â êðèñòàëëè÷åñêóþ ðåøåòêó. Â
èñïîëüçóåìîé ìîäåëè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà åñòü íåíóëåâàÿ
âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïîñëå èñïóñêàíèÿ ãàììà-êâàíòà ÿäðî îñòàíåòñÿ â òîì
æå êîëåáàòåëüíîì ñîñòîÿíèè è âåñü èìïóëüñ îòäà÷è ïðèìåò êðèñòàëë.
Ýíåðãèÿ îòäà÷è âñåãî êðèñòàëëà íè÷òîæíà ìàëà è âîçìîæíî
ðåçîíàíñíîå ïîãëîùåíèÿ ãàììà-êâàíòà äðóãèì íå ðàäèîàêòèâíûì
ÿäðîì, çàêëþ÷åííîì â òàêîì æå êðèñòàëëå. Íàéäåì âåðîÿòíîñòü, ÷òî
ïðè èñïóñêàíèè ãàììà-êâàíòà ÿäðîì, íàõîäÿùèìñÿ â îñíîâíîì
ñîñòîÿíèè ïîòåíöèàëà ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, îíî îñòàíåòñÿ â
òîì æå îñíîâíîì ñîñòîÿíèè

P0→0 =
∣∣∣ ∫ (Ψ0(x))∗ e−iPx x/~Ψ0(x)dx

∣∣∣2. (252)
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Äëÿ ìàëîãî èìïóëüñà îòäà÷è ìîæíî ðàçëîæèòü ýêñïîíåíòó

P0→0 ≈
∣∣∣ ∫ (Ψ0(x))∗

(
1− iPxx/~−

P2
x x

2

2~2

)
Ψ0(x)dx

∣∣∣2 = e−P2
x 〈x2〉/~2 .

(253)
Ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå ñìåùåíèå ìîæíî íàéòè èç òåîðåìû âèðèàëà

Mω2〈x2〉
2

=
~ω
4
→ 〈x2〉 =

~
2Mω

. (254)

Òàêèì îáðàçîì âåðîÿòíîñòü ðåçîíàíñíîãî ïîãëîùåíèÿ ãàììà-êâàíòà
ðàâíà

P0→0 = e−R/~ω, (255)

ãäå R = E 2
0 /(2Mc2) � ýíåðãèÿ îòäà÷è ÿäðà.
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Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ÿäðà èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ |0〉 â
ïðîèçâîëüíîå ñîñòîÿíèå 〈n| ìîæíî âû÷èñëèòü è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
èìïóëüñà îòäà÷è ÿäðà. Âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïðè èñïóñêàíèè ãàììà-êâàíòà
ÿäðîì, íàõîäÿùèìñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ïîòåíöèàëà
ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, îíî ïåðåéäåò â ñîñòîÿíèå 〈n|, ðàâíà

P0→n =
∣∣∣〈n|e−ikx |0〉

∣∣∣2, (256)

ãäå k = Px/~. Âûðàçèì êîîðäèíàòó ÿäðà, äâèæóùåãîñÿ â ïîòåíöèàëå
ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ÷åðåç îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è
óíè÷òîæåíèÿ (ëåêöèÿ 3-1)

x =

√
~

2mω

(
â† + â

)
. (257)
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Òîãäà

〈n|e−ikx |0〉 = 〈n|eα(â†+â)|0〉, (258)

ãäå ìû îáîçíà÷èëè

α = −ik
√

~
2mω

. (259)

Ôóíêöèþ îò îïåðàòîðà ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê ðàçëîæåíèå ýòîé
ôóíêöèè â ðÿä Òåéëîðà, íàïðèìåð

eB̂ = 1 + B̂ +
1

2!
B̂2 +

1

3!
B̂3 + ... . (260)

Åñëè äâà îïåðàòîðà íå êîììóòèðóþò [B̂, Ĉ ] 6= 0, òî

eB̂+Ĉ 6= eB̂eĈ . (261)
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Ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå eα(â†+â) â âèäå

eα(â†+â) = eαâ† f̂ (α) (262)

è íàéäåì íåèçâåñòíóþ îïåðàòîðíóþ ôóíêöèþ f̂ . Èç

f̂ (α) = e−αâ†eα(â†+â) (263)

ïîëó÷àåì

df̂ (α)

dα
= e−αâ†

(
−â† + â† + â

)
eα(â†+â) =

(
e−αâ† âeαâ†

)
f̂ (α). (264)

Òåïåðü íàéäåì óðàâíåíèå äëÿ îïåðàòîðíîé ôóíêöèè

ĝ(α) = e−αâ† âeαâ† . (265)

Èìååì
dĝ(α)

dα
= e−αâ†

(
−â†â + ââ†

)
eαâ† = 1. (266)
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Çíà÷èò, ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ĝ(0) = â, ïîëó÷àåì

ĝ(α) = â + α. (267)

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè f

d f̂ (α)

dα
= (â + α)f̂ (α), (268)

íàõîäèì
f̂ (α) = eαâeα

2/2. (269)

Òîãäà

〈n|e−ikx |0〉 = 〈n|eα(â†+â)|0〉 = eα
2/2〈n|eαâ†eαâ|0〉, (270)

ãäå ìû îáîçíà÷èëè

α = −ik
√

~
2mω

. (271)
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Èñïîëüçóÿ (260), ïîëó÷àåì

eαâ|0〉 =

(
1 + αâ +

α2

2!
â2 + ...

)
|0〉 = |0〉, (272)

〈n|eαâ†eαâ|0〉 = 〈n|
(

1 + αâ† + ...+
(αâ†)n

n!
+ ...

)
|0〉 = 〈n| α

n

√
n!
|n〉 =

αn

√
n!
.

(273)
Ñëåäîâàòåëüíî âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ÿäðà èç ñîñòîÿíèÿ |0〉 â
ñîñòîÿíèå 〈n| , êîãäà ÿäðî ïðè èñïóñêàíèè ãàììà-êâàíòà ïîëó÷àåò
ýíåðãèþ îòäà÷è R, ðàâíà

P0→n =
α2n

n!
eα

2
=

1

n!

(
R

~ω

)n

e−R/~ω. (274)

Ïîëó÷èëè ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà. Íèæå ïðèâåäåíû ãðàôèêè
âåðîÿòíîñòè P0→n äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé R/~ω.
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Âåðîÿòíîñòü èçëó÷åíèÿ ñ ïåðåõîäîì ÿäðà èç ñîñòîÿíèÿ |0〉 â ñîñòîÿíèå
〈n| äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé R/~ω.
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Ëåêöèÿ 7 Ðàññåÿíèå. Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.
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Ðàññåÿíèå ÷àñòèö.

Ðàññåÿíèå ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ

Ý. Ðåçåðôîðä

îäíèì èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ èçó÷åíèÿ
ñòðîåíèÿ àòîìîâ, ÿäåð, ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö,
íà÷èíàÿ ñ ýêñïåðèìåíòîâ Ý. Ðåçåðôîðäà.
Íàïðàâëÿÿ óçêèé ïó÷îê
α�÷àñòèö íà çîëîòóþ ôîëüãó è ïîäñ÷èòàâ
ñêîëüêî α�÷àñòèö îòêëîíÿåòñÿ íà ðàçëè÷íûå
óãëû îò ïåðâîíà÷àëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, Ý.
Ðåçåðôîðä ñäåëàë âûâîä, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé
çàðÿä àòîìà ñîñðåäîòî÷åí â ÿäðå àòîìà.
Ïîçäíåå îí îïðåäåëèë, ÷òî ðàçìåð ÿäðà
∼ 10−13 cm� aB�áîðîâñêîãî ðàçìåðà àòîìà.
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Ðàññåÿíèå ÷àñòèö.

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì óïðóãîå ðàññåÿíèå ëåãêèõ ÷àñòèö íà òÿæåëûõ,
ñ÷èòàÿ ÷òî âçàèìîäåéñòâèå ìîæíî îïèñàòü ïîòåíöèàëîì öåíòðàëüíûõ
ñèë. Óïðóãîå îçíà÷àåò, ÷òî âñå ÷àñòèöû íå ìåíÿþò ñâîåãî âíóòðåííåãî
ñîñòîÿíèÿ. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðàññ÷èòàòü äëÿ çàäàííîãî
ïîòåíöèàëà êàêîå ÷èñëî ÷àñòèö îòêëîíèòñÿ íà òîò èëè èíîé óãîë.
Ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

j =
i~
2m

(
ψ~∇ψ∗ − ψ∗~∇ψ

)
. (275)

Äëÿ ïàäàþùèõ íà ìèøåíü ÷àñòèö ñ èìïóëüñîì ~p = ~~k âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ

ψin = e i~k·~r → jin =
~~k
m
. (276)
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Ðàññåÿíèå ÷àñòèö.

Äëÿ öåíòðàëüíîãî ïîòåíöèàëà âîëíîâóþ ôóíêöèþ óïðóãî ðàññåÿííûõ
÷àñòèö ïðåäñòàâëÿþò â âèäå ðàñõîäÿùåéñÿ èç öåíòðà âîëíû

ψout = f (θ)
e ikr

r
. (277)

Ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïëîòíîñòè ïîòîêà ðàññåÿííûõ ÷àñòèö íà
áîëüøîì ðàññòîÿíèè ðàâíà

jout

∣∣∣
r→∞

=
~k
m

|f (θ)|2

r2
. (278)
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Ðàññåÿíèå ÷àñòèö.

×èñëî ÷àñòèö â åäèíèöó âðåìåíè dN/dt, ðåãèñòðèðóåìûõ äåòåêòîðîì,
ðàñïîëîæåííîì íà ðàññòîÿíèè r è èìåþùèì ïëîùàäü dS , ðàâíî

dN

dt
= joutdS =

~k
m

dS

r2
|f (θ)|2. (279)

×òîáû ìîæíî áûëî ñðàâíèâàòü ðåçóëüòàòû ðàçëè÷íûõ ýêñïåðèìåíòîâ,
èñïîëüçóþò âåëè÷èíó

dσ

dΩ
=

dN/dt

|jin|
= |f (θ)|2, (280)

ãäå dΩ = dS/r2 òåëåñíûé óãîë, ïîä êîòîðûì âèäåí äåòåêòîð èç
öåíòðà ðàññåÿíèÿ. Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì
ñå÷åíèåì ðàññåÿíèÿ è ÿâëÿåòñÿ ïëîùàäüþ, â êîòîðóþ äîëæåí ïîïàñòü
ïó÷îê ïàäàþùèõ ÷àñòèö, ÷òîáû ðàññåÿòüñÿ ïîä óãëîì θ â òåëåñíûé
óãîë dΩ. Âåëè÷èíà f (θ) íàçûâàåòñÿ àìïëèòóäîé ðàññåÿíèÿ.
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Ðàññåÿíèå ÷àñòèö.

Ïîêàçàíà êëàññè÷åñêàÿ êàðòèíà ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö. Â äåòåêòîð
ïëîùàäüþ dS , ðàñïîëîæåííûé îò öåíòðà ðàññåÿíèÿ íà ðàññòîÿíèè R,
ïîïàäàþò òîëüêî òå ÷àñòèöû, êîòîðûå ïðîëåòåëè ÷åðåç ïëîùàäêó dσ.

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã. () ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II Ëåêöèÿ 7 Ðàññåÿíèå. Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.30 ìàðòà 2016 ã. 147 / 255


fastcrossection-2.avi
Media File (video/avi)



Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Ðàññìîòðèì ïðèáëèæåííûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ,
íàçûâàåìûé áîðíîâñêèì ïðèáëèæåíèåì. Ýòîò ìåòîä ïðèìåíèì, êîãäà
ìàëî âîçäåéñòâèå ïîòåíöèàëà U(r). Ïåðåïèøåì ñòàöèîíàðíîå
óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà â âèäå

k2ψ(~r) + ∆ψ(~r) =
2m

~2
U(r)ψ(~r). (281)

Ôîðìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ìîæíî çàïèñàòü òàê

ψ(~r) = ψ0(~r) +
2m

~2

∫
G (~r −~r ′)U(r ′)ψ(~r ′)d3r ′ ≡ ψ0(~r) + ψ1(~r), (282)

ãäå ψ0(~r) = e i~k·~r âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ,
óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

k2ψ0(~r) + ∆ψ0(~r) = 0, (283)

à ôóíêöèÿ Ãðèíà G (~r −~r ′) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ(
k2 + ∆

)
G (~r −~r ′) = δ(~r −~r ′). (284)
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Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ áåðåì â âèäå ðàñõîäÿùåéñÿ âîëíû

G (~r −~r ′) = − e ik|~r−~r ′|

4π|~r −~r ′|
. (285)

×òîáû íàéòè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (282) ïîäñòàâèì â
ïðàâóþ ÷àñòü âìåñòî ψ(~r ′) âîëíîâóþ ôóíêöèþ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ è
ðàçëîæèì âåëè÷èíó

k |~r −~r ′| ≈ kr − k~r ·~r ′

r
= kr − ~k ′ ·~r ′, (286)

ïîñêîëüêó äåòåêòîð íàõîäèòñÿ íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò
ðàññåèâàþùåãî öåíòðà. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî

ψ(~r) = e i~k·~r − e ikr

r

m

2π~2

∫
e−i(~k ′−~k)·~r ′U(r ′)d3r ′, (287)
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Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Òàêèì îáðàçîì â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ ðàâíà

f (θ) = − m

2π~2

∫
e−i~q·~r ′U(r ′)d3r ′. (288)

ãäå óäîáíî ââåñòè âåêòîð ~q = ~k ′ − ~k . Ìîäóëü ýòîãî âåêòîðà ðàâåí

q =

√
(~k ′ − ~k)2 = 2k sin(θ/2). (289)

Ïðè èçìåíåíèè óãëà ðàññåÿíèÿ θ â ïðåäåëàõ 0 6 θ 6 π ìîäóëü âåêòîðà
~q èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ 0 6 q 6 2k .
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Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Îáñóäèì óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè áîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Â ýòîì
ïðèáëèæåíèè óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå(

k2 + ∆
)
ψ1 =

2mU

~2
ψ0. (290)

Äëÿ ïðèìåíèìîñòè áîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ1

äîëæíà áûòü ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé ñâîáîäíîãî

äâèæåíèÿ ψ0 = e i~k·~r . Âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ1 óäîáíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ψ1 = e ikz f (r), (291)

ãäå îòëè÷èå ôóíêöèè f îò åäèíèöû îáóñëîâëåíî ïîòåíöèàëîì U ñ
õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì îáëàñòè äåéñòâèÿ ïîòåíöèàëà R. Îöåíèâàåì
âûðàæåíèå(
k2 + ∆

)
e ikz f (r) = e ikz

(
k2 − k2 + 2ik

∂

∂z
+

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
f (r) ∼

∼
(
ik

R
+

1

R2

)
e ikz f (r) (292)
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Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Äëÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèö kR � 1 â âûðàæåíèè (292) äîìèíèðóåò âòîðîé
÷ëåí, ïîýòîìó ïîëó÷àåì îöåíêó∣∣∣ψ1

∣∣∣ ∼ ∣∣∣mU0R
2

~2
ψ0

∣∣∣ → U0 �
~2

mR2
, (293)

ãäå U0 � õàðàêòåðíàÿ âåëè÷èíà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.
Â óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè áîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ áûñòðûõ
÷àñòèö kR � 1 â âûðàæåíèè (292) äîìèíèðóåò ïåðâûé ÷ëåí, ïîýòîìó
ïîëó÷àåì îöåíêó∣∣∣ψ1

∣∣∣ ∼ ∣∣∣mUR

k~2
ψ0

∣∣∣ → U0 �
~2k
mR

=
~v
R
, (294)

ãäå v � ñêîðîñòü ÷àñòèö.
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Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Ðàññìîòðèì äðóãîé âûâîä áîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî
èñïîëüçóåì ôîðìóëó äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà â åäèíèöó âðåìåíè èç
îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå ïîä äåéñòâèåì âîçìóùåíèÿ èç ëåêöèè 2-6:

Ṗni =
2π

~
|〈n|Û|i〉|2δ(E

(0)
n − E

(0)
i ). (295)

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â çàäà÷å ðàññåÿíèÿ èñïîëüçóåì
âîëíîâóþ ôóíêöèþ íàëåòàþùèõ ÷àñòèö ñ âîëíîâûì âåêòîðîì ~k, ñ
íîðìèðîâêîé íà 1 ÷àñòèöó â îáúåìå V

|i〉 =
e i~k·~r
√
V
, (296)

è àíàëîãè÷íî âîëíîâóþ ôóíêöèÿ ðàññåÿííîé ÷àñòèöû

〈n| =
e−i ~k ′·~r
√
V

. (297)
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Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Íàñ èíòåðåñóåò ðàññåÿíèå â èíòåðâàë ñîñòîÿíèé âáëèçè âîëíîâîãî
âåêòîðà ~k ′ â òåëåñíûé óãîë dΩ. ×èñëî ñîñòîÿíèé â ýòîì èíòåðâàëå

Vk ′2dk ′dΩ

(2π)3
, (298)

è ïåðåõîäÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ, ïîëó÷èì

Ṗ~k→~k ′ =
2π

~

∫ ∣∣∣ 1

V

∫
e−i(~k ′−~k)·~rU(r)d3r

∣∣∣2δ(~2k ′2

2m
− ~2k2

2m

)
Vk ′2dk ′dΩ

(2π)3
.

(299)
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Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ âîëíîâîãî
âåêòîðà k ′, èìååì

Ṗ~k→~k ′ =
∣∣∣ ∫ e−i(~k ′−~k)·~rU(r)d3r

∣∣∣2 mkdΩ

V (2π)2~3
. (300)

Ïîäåëèâ ñêîðîñòü ïåðåõîäà Ṗ~k→~k ′ , íà ïëîòíîñòü ïîòîêà íàëåòàþùèõ
÷àñòèö j = ~k/(mV ), íàõîäèì äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ

dσ =
( m

2π~2
)2 ∣∣∣ ∫ e−i(~k ′−~k)·~rU(r)d3r

∣∣∣2dΩ. (301)
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Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Ïðèìåð 1 Ðàññìîòðèì ðàññåÿíèå íà ýêðàíèðîâàííîì êóëîíîâñêîì
ïîòåíöèàëå

U(r) = U0
e−λr

r
. (302)

Âåëè÷èíà R ≡ 1/λ èìååò ñìûñë õàðàêòåðíîé äëèíû ýêðàíèðîâàíèÿ.
Àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ ðàâíà

f (θ) = −mU0

2π~2

∞∫
0

re−λrdr

+1∫
−1

e−iqr cos θ2πd cos θ. (303)

Èíòåãðèðóÿ ïî óãëó θ ïîëó÷èì

f (θ) = −2mU0

q~2

∞∫
0

e−λr sin(qr)dr =

= −2mU0

q~2
=
∞∫
0

e(−λ+iq)rdr = − 2mU0

~2(q2 + λ2)
(304)
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Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ðàâíî

dσ

dΩ
= |f (θ)|2 =

4m2U2
0

~4(q2 + λ2)2
=

4m2U2
0

~4(4k2 sin2 θ/2 + λ2)2
. (305)

Ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî òåëåñíîìó
óãëó. Óäîáíî âûðàçèòü ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà ÷åðåç âåëè÷èíó q:

dΩ = 2πsinθdθ = −2πd cos θ. (306)

Ïîñêîëüêó
q2 = 2k2(1− cos θ), (307)

ïîëó÷àåì

dΩ =
π

k2
dq2. (308)
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Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ðàâíî

σ =

∫
dσ

dΩ
dΩ =

4πm2U2
0

k2~4

4k2∫
0

dq2

(q2 + λ2)2
=

16πm2U2
0

~4λ2(4k2 + λ2)
. (309)

Äëÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèö k/λ� 1 ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ðàâíî

σk→0 =
16πm2U2

0

~4λ4
(310)

è íå çàâèñèò îò ýíåðãèè ÷àñòèö E = ~2k2/(2m). Óñëîâèå
ïðèìåíèìîñòè U0 � ~2λ2/m. Äëÿ áûñòðûõ ÷àñòèö k/λ� 1 ïîëíîå
ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ óáûâàåò ïðè óâåëè÷åíèè ýíåðãèè ÷àñòèö

σk→∞ =
4πm2U2

0

~4λ2k2
. (311)

Óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè U0 � ~λv .
ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã. () ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II Ëåêöèÿ 7 Ðàññåÿíèå. Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.30 ìàðòà 2016 ã. 158 / 255



Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Èñïîëüçóÿ (305) ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó Ðåçåðôîðäà, óñòðåìëÿÿ ê
íóëþ ïàðàìåòð λ. Äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ â
êóëîíîâñêîì ïîòåíöèàëå

U(r) =
Ze2

r
(312)

ðàâíî dσ

dΩ
=

m2Z 2e4

4~4k4 sin4 θ/2
. (313)

Ïîëíîå ñå÷åíèå ðàñõîäèòñÿ èç-çà ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ ïîòåíöèàëà íà
áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè áîðíîâñêîãî
ïðèáëèæåíèÿ äëÿ áûñòðûõ ÷àñòèö ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé
êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà â îöåíêó∣∣∣ ik

r
ψ1

∣∣∣ ∼ ∣∣∣mZe2

~2r
ψ0

∣∣∣. (314)

Òîãäà ïîëó÷àåì óñëîâèå Ze2 � ~v , òî åñòü v/c � Ze2/~c = Z/137 ãäå
c � ñêîðîñòü ñâåòà.
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Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì ðàññåÿíèå ÷àñòèö íà äâóõàòîìíîé ìîëåêóëå,
ñîñòîÿùåé èç îäèíàêîâûõ àòîìîâ. Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå ìåæäó
ÿäðàìè àòîìîâ a. Ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ ðàññåèâàåìûõ ÷àñòèö è
ìîëåêóëû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Um(~r ,~a) = U(~r) + U(~r +~a), (315)

ãäå U � ïîòåíöèàë îòäåëüíîãî àòîìà. Àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ íà
ìîëåêóëå â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè ðàâíà

fm(~q) = − m

2π~2

∫
e−i~q·~r (U(~r) + U(~r +~a)) d3r =

= − m

2π~2

∫
e−i~q·~rU(~r)d3r − m

2π~2
e i~q·~a

∫
e−i~q·(~r+~a)U(~r +~a)d3r =

= fa(~q)
(

1 + e i~q·~a
)

(316)
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Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ðàâíî

dσm

dΩ
= |fm(~q)|2 =

dσa

dΩ
(2 + 2 cos(~q ·~a)). (317)

Äëÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèö ka� 1, è çíà÷èò qa� 1, ïîëó÷àåòñÿ

dσm

dΩ
= 4

dσa

dΩ
. (318)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàññåÿíèå íà ñëó÷àéíî îðèåíòèðîâàííûõ
ìîëåêóëàõ. Äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íåîáõîäèìî
óñðåäíèòü ïî âñåì âîçìîæíûì îðèåíòàöèÿì ìîëåêóë (ñ÷èòàåì, ÷òî
ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà îòäåëüíîì àòîìå çàâèñèò òîëüêî îò ìîäóëÿ q).

dσm

dΩ
=

dσa

dΩ
2

1

4π

∫ π

0
(1+cos(qa cosα))2π sinαdα =

dσa

dΩ
2

(
1 +

sin(qa)

qa

)
.

(319)
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Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Çàâèñèìîñòü îòíîøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà
ìîëåêóëå ê äèôôåðåíöèàëüíîìó ñå÷åíèþ ðàññåÿíèÿ íà àòîìå îò
ïàðàìåòðà qa.
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1.5
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2.5
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4

qa

σ m
/σ

a
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Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Çàâèñèìîñòü îòíîøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñå÷åíèé ðàññåÿíèÿ îò
óãëà ðàññåÿíèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ka.
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Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Ïðèìåð 3. Ðàññåÿíèå ýëåêòðîíîâ íà àòîìå âîäîðîäà. Ïîòåíöèàë
âçàèìîäåéñòâèÿ ðàâåí

U(r) = −e2

r
+ e2

∫
ρ(~r1)d3r1
|~r −~r1|

, (320)

ãäå ïåðâûé ÷ëåí îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ñ ïðîòîíîì, à âòîðîé ñî
ñðåäíèì ðàñïðåäåëåíèåì çàðÿäà àòîìíîãî ýëåêòðîíà â àòîìå
âîäîðîäà. Äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà

ρ(~r1) =
1

πa3
e−2r1/a, (321)

ãäå a = ~2/(me2) � áîðîâñêèé ðàäèóñ.

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã. () ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II Ëåêöèÿ 7 Ðàññåÿíèå. Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.30 ìàðòà 2016 ã. 164 / 255



Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè ðàâíà

f (~q) = − me2

2π~2

[
−
∫

1

r
e−i~q·~rd3r +

∫
e−i~q·~rd3r

∫
ρ(~r1)d3r1
|~r −~r1|

]
. (322)

Ïðåîáðàçóåì âòîðîé èíòåãðàë ê âèäó∫
ρ(~r1)e−i~q·~r1d3r1

∫
e−i~q·(~r−~r1) d

3(~r −~r1)

|~r −~r1|
. (323)

Òîãäà

f (~q) =
me2

2π~2

∫
1

r
e−i~q·~rd3r (1− F (q)) , (324)

ãäå âåëè÷èíà

F (q) =

∫
ρ(~r1)e−i~q·~r1d3r1 (325)

íàçûâàåòñÿ àòîìíûé ôîðì-ôàêòîð.
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Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Èíòåãðàë óæå âû÷èñëÿëè ∫
1

r
e−i~q·~rd3r =

4π

q2
. (326)

Âû÷èñëÿåì ôîðì-ôàêòîð

F (q) =
1

πa3

∫ ∞
0

r2e−2r/adr

∫ +1

−1
e−iqr cos θ2πd cos θ =

=
4

a3q

∫ ∞
0

re−2r/a sin(qr)dr =
4

a3q
=
∫ ∞
0

re−2r/a+iqrdr =

=
4

a3q
= 1

(2/a− iq)2
=

1

(1 + q2a2/4)2
(327)

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñîãëàñóåòñÿ ñ îáùèì ñâîéñòâîì ôîðì-ôàêòîðà

limq→0F (q) =

∫
ρ(r)d3r = 1. (328)
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Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Îòâëå÷åìñÿ îò íàøåé çàäà÷è è âû÷èñëèì ôîðì-ôàêòîð äëÿ äðóãèõ
çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ çàðÿäà. Äëÿ

ρ(~r) = ρ0e
−r2/R2

(329)

ïîëó÷àåì

F (q) =

∫
ρ0(~r)e−i~q·~rd3r =

ρ0

∫
e−x2/R2

e−iqx xdx

∫
e−y2/R2

e−iqy ydy

∫
e−z2/R2

e−iqz zdz = e−q2R2/4,

(330)
ãäå ïðåä ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ
íîðìèðîâêè F (q = 0) = 1.
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Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Äëÿ

ρ(~r) =

[
ρ0, r < R
0, r > R,

(331)

èìååì

F (q) =

∫
ρ(~r)e−i~q·~rd3r =

=
4πρ0
q

R∫
0

rdr sin(qr) = 3
sin(qR)− qR cos(qR)

(qR)3
, (332)

ãäå ìíîæèòåëü ρ0 íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè

F (q = 0) = 1 = ρ0

R∫
0

4πr2dr . (333)
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Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Çàâèñèìîñòü ôîðì-ôàêòîðà îò qR äëÿ íåêîòîðûõ çàêîíîâ
ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ðàññåèâàòåëåé.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

F
(q

R
)

qR

ρ(r)=ρ0, r<R

ρ(r)=ρ0 e
−r/R

ρ(r)=ρ0 e
−r2/R2
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Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Âîçâðàùàÿñü ê íàøåé çàäà÷å, ïîëó÷àåì

f (~q) =
me2

2π~2
4π

q2

(
1− 1

(1 + q2a2/4)2

)
=

2a(8 + q2a2)

(4 + q2a2)2
. (334)

Äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ðàâíî

dσ

dΩ
= |f (~q)|2 =

4a2(8 + q2a2)2

(4 + q2a2)4
. (335)

Ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ðàâíî

σ =
4π

k2

∫ 4k2a2

0

(8 + q2a2)2d(q2a2)

(4 + q2a2)4
. (336)

Äëÿ áûñòðûõ ÷àñòèö âåðõíèé ïðåäåë ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü äî
áåñêîíå÷íîñòè è òîãäà

σ =
7π

3k2
. (337)
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Áîðíîâñêîå ïðèáëèæåíèå.

Çàâèñèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ íà
àòîìå âîäîðîäà îò óãëà ðàññåÿíèÿ θ äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà ka.
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ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II

Ëåêöèÿ 8 Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö.
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Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö.

Ïðèìåíèìîñòü áîðíîâñêîãî ïðèáëèæåíèÿ îãðàíè÷åíà óñëîâèåì
ìàëîñòè âåëè÷èíû ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè

|U| � ~2

mR2
. (338)

×òîáû îïèñûâàòü ðàññåÿíèå ñèëüíûìè ïîòåíöèàëàìè íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü äðóãîé ïîäõîä. Äëÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèö óñëîâèå kR � 1
îçíà÷àåò, ÷òî äëèíà âîëíû ìíîãî áîëüøå õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà
îáëàñòè R , â êîòîðîé ïîòåíöèàë îêàçûâàåò çàìåòíîå âîçäåéñòâèå íà
ðàññåèâàåìûå ÷àñòèöû è ïîýòîìó îñíîâíîé âêëàä äàþò ñôåðè÷åñêè
ñèììåòðè÷íûå âîëíû.
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Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö.

Âûäåëèì ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü èç ïîëíîé âîëíîâîé
ôóíêöèè, îïèñûâàþùåé ïàäàþùóþ è ðàññåÿííóþ âîëíû

ψ = e i~k·~r + f (θ)
e ikr

r
. (339)

Äëÿ ýòîãî óñðåäíèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ ïî âñåì óãëàì

ψ0 =
1

4π

∫ (
e i~k·~r + f (θ)

e ikr

r

)
2π sin θdθ =

sin kr

kr
+ f0

e ikr

r
. (340)

Óäîáíî ïðåäñòàâèòü ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò êàê ñóììó ðàñõîäÿùåéñÿ îò
öåíòðà ðàññåÿíèÿ è ñõîäÿùåéñÿ ê öåíòðó ñôåðè÷åñêèõ âîëí

ψ0 =

(
f0 +

1

2ik

)
e ikr

r
− 1

2ik

e−ikr

r
. (341)
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Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

− ~2

2m

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂ψ0

∂r

)
+ U(r)ψ0 = Eψ0 (342)

èìååò âèä

ψ0 = B
sin(kr + δ0)

kr
, (343)

ãäå ôàçà δ0 îáóñëîâëåíà äåéñòâèåì ïîòåíöèàëà. Ñðàâíèâàÿ äâà
àñèìïòîòè÷åñêèõ âûðàæåíèÿ äëÿ âîëíîâûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì
âûðàæåíèå àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ f0 ÷åðåç ôàçó ðàññåÿíèÿ δ0

f0 =
e2iδ0 − 1

2ik
. (344)
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Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö.

Äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ

dσ

dΩ
= |f0|2 =

1

k2
sin2 δ0, (345)

ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ

σ = 4π|f0|2 =
4π

k2
sin2 δ0. (346)

Ñå÷åíèå ìàêñèìàëüíî êîãäà δ0 → π/2. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
íàõîæäåíèÿ ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ â ïðåäåëå ìåäëåííûõ ÷àñòèö äëÿ
äàííîãî êîíêðåòíîãî ïîòåíöèàëà íåîáõîäèìî íàéòè ñôåðè÷åñêè
ñèììåòðè÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.
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Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö.

Ïðèìåð 1. Ðàññåÿíèå íà íåïðîíèöàåìîé ñôåðå ðàäèóñà R . Ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ r > R

ψ0(r) = B
sin(kr + δ0)

kr
, (347)

äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

ψ0(r = R) = 0, (348)

îòêóäà
kR + δ0 = nπ, n = 0, 1, 2, ... (349)

Òîãäà äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ðàâíî

dσ

dΩ
=

1

k2
sin2 kR ≈ R2, (350)

à ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ðàâíî

σ = 4πR2, (351)

÷òî â 4 ðàçà ïðåâûøàåò ãåîìåòðè÷åñêîå ñå÷åíèå ñôåðû.
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Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö.

Ïðèìåð 2. Ðàññåÿíèå íà ïðèòÿãèâàþùåì ïîòåíöèàëå

U(r) =

[
−U0, r < R

0, r > R.
(352)

Â îáëàñòè r < R êîíå÷íîå â íà÷àëå êîîðäèíàò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà èìååò âèä

ψ1 =
A sin(k1r)

r
, (353)

ãäå

k1 =
1

~
√

2m(E + U0) ≈ 1

~
√

2mU0. (354)

Â îáëàñòè r > R ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà èìååò âèä

ψ2 =
B sin(kr + δ0)

r
, (355)
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Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö.

Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè âîëíîâûõ ôóíêöèé è èõ ïåðâûõ
ïðîèçâîäíûõ íà ãðàíèöå r = R ïîëó÷àåì

tan(kR + δ0) =
k

k1
tan(k1R). (356)

Åñëè íå òîëüêî kR � 1 (ìåäëåííûå ÷àñòèöû), íî ìàëà è ôàçà
ðàññåÿíèÿ δ0 � 1, òî èìååì

δ0
k

=
1

k1
tan(k1R)− R, (357)

à àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ ðàâíà

f0 =
e2iδ0 − 1

2ik
≈ δ0

k
=

1

k1
tan(k1R)− R. (358)
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Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö.

Â ñëó÷àå åñëè ìàë è ïîòåíöèàë,

k1R =
R

~
√

2mU0 � 1, → U0 �
~2

mR2
, (359)

ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò

f0 ≈
k21R

3

3
=

2mU0R
3

3~2
, (360)

ñîãëàñóþùèéñÿ ñ áîðíîâñêèì ïðèáëèæåíèåì. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ
ìåäëåííûõ ÷àñòèö â âûðàæåíèè äëÿ áîðíîâñêîé àìïëèòóäû ðàññåÿíèÿ

fB = − m

2π~2

∫
e−i~q·~rU(r)d3r (361)

ìîæíî çàìåíèòü ýêñïîíåíòó íà åäèíèöó, ïîñêîëüêó qr � 1, è
ïîëó÷àåòñÿ òàêîé æå ðåçóëüòàò

fB = − m

2π~2

R∫
0

(−U0)4πr2dr =
2mU0R

3

3~2
. (362)
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Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö.

Ôàçà ðàññåÿíèÿ δ0. Ïîêàçàíû âîëíîâûå ôóíêöèè â îòñóòñòâèå
ïîòåíöèàëà Ψ0 è äëÿ ïðèòÿãèâàþùåãî ïîòåíöèàëà Ψ.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

kr/π

Ψ

δ
0

Ψ

Ψ0

U
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Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö.

Ïðè óâåëè÷åíèè ãëóáèíû ÿìû ôàçà ðàññåÿíèÿ ðàñòåò, à ñ íåé ðàñòåò
òàêæå è ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ

σ = 4π|f0|2 =
4π

k2
sin2 δ0. (363)

Ìàêñèìóì ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ

σmax =
4π

k2
(364)

äîñòèãàåòñÿ ïðè δ0 = π/2. Êàê ñëåäóåò èç òî÷íîé ôîðìóëû

tan(kR + δ0) =
k

k1
tan(k1R) (365)

ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñîîòíîøåíèþ

k1R =
R

~
√

2mU0 ≈ π/2, → U0 ≈
π2~2

8mR2
, (366)

êîãäà äëÿ ðàññåèâàåìîé ÷àñòèöû ïîÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííîå ñîñòîÿíèå â
ïîòåíöèàëüíîé ÿìå.
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Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö.

Çàâèñèìîñòü ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ σ è ôàçû ðàññåÿíèÿ δ0 îò ãëóáèíû
ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U0.

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
0

1

2

3

4

5

6

U
0

σ,
 δ

0
σ

δ0
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Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö.

Ðåçîíàíñíîå ðàññåÿíèå, íàáëþäàåìîå ïðè óãëóáëåíèè ïîòåíöèàëüíîé
ÿìû è ïîÿâëåíèè ñâÿçàííîãî ñîñòîÿíèÿ.

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã. () ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II Ëåêöèÿ 8 Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö.30 ìàðòà 2016 ã. 184 / 255


slowscat-1.avi
Media File (video/avi)



Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö.

Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè ãëóáèíû ÿìû ôàçà ðàññåÿíèÿ
ïðîäîëæàåò ðàñòè è êîãäà δ → π ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ

σ = 4π|f0|2 =
4π

k2
sin2 δ0

∣∣∣
δ0→π

→ 0. (367)

Èç ôîðìóëû

tan(kR + δ0)
∣∣∣
δ0→π

≈ kR =
k

k1
tan(k1R) (368)

ñëåäóåò, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèþ

tan(k1R) ≈ k1R. (369)

Ýòîò ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ ýôôåêòîì Ðàìçàóýðà è íàáëþäàåòñÿ
ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðè ðàññåÿíèè ìåäëåííûõ ÷àñòèö.
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Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö.

Ïðèìåð 3. Ðàññåÿíèå íà îòòàëêèâàþùåì ïîòåíöèàëå

U(r) =

[
U0, r < R
0, r > R.

(370)

Â îáëàñòè r < R êîíå÷íîå â íà÷àëå êîîðäèíàò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà òåïåðü èìååò âèä

ψ1 =
A
(
ek1r − e−k1r

)
2r

≡ A sinh(k1r)

r
, (371)

ãäå

k1 =
1

~
√

2m(U0 − E ) ≈ 1

~
√

2mU0. (372)

Â îáëàñòè r > R ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà èìååò ïî-ïðåæíåìó
âèä

ψ2 =
B sin(kr + δ0)

r
. (373)
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Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö.

Èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè âîëíîâûõ ôóíêöèé è èõ ïåðâûõ
ïðîèçâîäíûõ íà ãðàíèöå r = R ïîëó÷àåì

tan(kR + δ0) =
k

k1
tanh(k1R). (374)

Ôàçà ðàññåÿíèÿ îòðèöàòåëüíà è óìåíüøàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè âûñîòû
ïîòåíöèàëüíîãî ãîðáà U0, ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ σ ìîíîòîííî ðàñòåò.
Ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ðàâíî

σ
∣∣∣
U0→∞

= 4πR2. (375)

Âåëè÷èíà ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ ìåäëåííûõ ÷àñòèö â ñëó÷àå
îòòàëêèâàþùåãî ïîòåíöèàëà çàìåòíî ìåíüøå ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ
âáëèçè ðåçîíàíñà â ñëó÷àå ïîòåíöèàëà ïðèòÿæåíèÿ (364), ïîñêîëüêó
kR � 1.

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã. () ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II Ëåêöèÿ 8 Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö.30 ìàðòà 2016 ã. 187 / 255



Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö.

Çàâèñèìîñòü ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ σ è ôàçû ðàññåÿíèÿ δ0 îò ãëóáèíû
ïîòåíöèàëüíîé ÿìû U0.
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Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö.

Ïîâåäåíèå âîëíîâîé ôóíêöèè è ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ, íàáëþäàåìîå ïðè
óâåëè÷åíèè âûñîòû ãîðáà ïîòåíöèàëà îòòàëêèâàíèÿ.

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã. () ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II Ëåêöèÿ 8 Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö.30 ìàðòà 2016 ã. 189 / 255


slowrepultion-1.avi
Media File (video/avi)



Ðàññåÿíèå ìåäëåííûõ ÷àñòèö.

"Âûòàëêèâàíèå"âîëíîâîé ôóíêöèè Ψ èç îáëàñòè ïîòåíöèàëà
îòòàëêèâàíèÿ.
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slowrepultion-2.avi
Media File (video/avi)



ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II

Ëåêöèÿ 9 Ðàññåÿíèå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö.

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã.

30 ìàðòà 2016 ã.
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Ðàññåÿíèå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö.

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå âñå ÷àñòèöû îäíîãî òèïà àáñîëþòíî
íåðàçëè÷èìû (òîæäåñòâåííû) è ïðèíàäëåæàò îäíîìó èç äâóõ êëàññîâ
� ôåðìèîíàì, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êîòîðûõ ìåíÿåò çíàê ïðè
ïåðåñòàíîâêå äâóõ ÷àñòèö, è áîçîíàì, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êîòîðûõ íå
ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå.
Ðàññåÿíèå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö áóäåì ðàññìàòðèâàòü â ñèñòåìå
öåíòðà ìàññ. Ýòî ýêâèâàëåíòíî ðàññåÿíèþ ÷àñòèöû ñ ïðèâåäåííîé
ìàññîé íà ïîòåíöèàëå âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ÷àñòèö.
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Ðàññåÿíèå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö.

Ðàññåÿíèå áîçîíîâ.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðàññåÿíèå äâóõ ÷àñòèö ñ
íóëåâûì ñïèíîì S = 0 (íàïðèìåð α�÷àñòèö ñ êóëîíîâñêèì
âçàèìîäåéñòâèåì). Àìïëèòóäó ðàññåÿíèÿ îäíîé ÷àñòèöû íà óãîë θ
êóëîíîâñêèì ïîòåíöèàëîì îáîçíà÷èì f (θ). Â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ
÷àñòèöû êàê äî òàê è ïîñëå ðàññåÿíèÿ ëåòÿò â ïðîòèâîïîëîæíûõ
íàïðàâëåíèÿõ. Ïîýòîìó â äåòåêòîð, ðàñïîëîæåííûé ïîä óãëîì θ
ìîæåò ïðèëåòåòü ëèáî îäíà ÷àñòèöà, íàëåòàâøàÿ ñëåâà è ðàññåÿííàÿ
ïîä óãëîì θ, ëèáî äðóãàÿ ÷àñòèöà, íàëåòàâøàÿ ñïðàâà è ðàññåÿííàÿ
ïîä óãëîì π − θ.
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Ðàññåÿíèå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö.

Â ñèëó òîæäåñòâåííîñòè ÷àñòèö ìû íå ìîæåì ðàçëè÷èòü êàêàÿ èìåííî
÷àñòèöà ïîïàëà â äåòåêòîð è ñîãëàñíî ïðàâèëàì êâàíòîâîé ìåõàíèêè
äëÿ áîçîíîâ àìïëèòóäû ýòèõ àëüòåðíàòèâíûõ âîçìîæíîñòåé äîëæíû
ñêëàäûâàòüñÿ

Fáîçîí = f (θ) + f (π − θ). (376)

Ñîîòâåòñòâåííî, äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ðàâíî

dσ

dΩ
= |f (θ) + f (π − θ)|2. (377)

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã. () ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II Ëåêöèÿ 9 Ðàññåÿíèå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö.30 ìàðòà 2016 ã. 194 / 255



Ðàññåÿíèå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö.

Ðàññåÿíèå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö. Â ïðèíöèïå íåëüçÿ îïðåäåëèòü
êàêàÿ èìåííî ÷àñòèöà ïîïàëà â äåòåêòîð.
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Ðàññåÿíèå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö.

Äëÿ ðàçëè÷èìûõ (íå òîæäåñòâåííûõ) ÷àñòèö, äèôôåðåíöèàëüíîå
ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ðàâíî

dσ

dΩ
= |f (θ)|2 + |f (π − θ)|2. (378)

Â ÷àñòíîñòè, ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ òîæäåñòâåííûõ áîçîíîâ íà óãîë
θ = π/2

dσ

dΩ

∣∣∣
θ=π/2

= 4|f (θ = π/2)|2 (379)

â äâà ðàçà ïðåâûøàåò ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö (â ýòîì
ñëó÷àå ìû â ïðèíöèïå ìîæåì îïðåäåëèòü êàêàÿ èìåííî ÷àñòèöà ïîïàëà
â äåòåêòîð è ïîýòîìó ñêëàäûâàþòñÿ âåðîÿòíîñòè, à íå àìïëèòóäû.)
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Ðàññåÿíèå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö.

Ðàññåÿíèå ðàçëè÷èìûõ (íå òîæäåñòâåííûõ) ÷àñòèö. Â ïðèíöèïå ìîæíî
îïðåäåëèòü êàêàÿ èìåííî ÷àñòèöà ïîïàëà â äåòåêòîð.
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Ðàññåÿíèå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö.

S=1. Ðàññìîòðèì ðàññåÿíèå ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1. Â ýòîì ñëó÷àå ó
÷àñòèö åñòü âíóòðåííèå ñòåïåíè ñâîáîäû è èõ ìîæíî ðàçëè÷èòü, åñëè
êâàíòîâûå ÷èñëà ïðîåêöèé ñïèíà ðàçíûå. Òîãäà ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ
íåïîëÿðèçîâàííûõ ÷àñòèö ðàâíî

dσ

dΩ

∣∣∣
íåïîë

=
1

3
|f (θ) + f (π − θ)|2 +

2

3

(
|f (θ)|2 + |f (π − θ)|2

)
. (380)

Ìíîæèòåëü 1/3 ïåðåä ïåðâûì ÷ëåíîì åñòü âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïðîåêöèè
ñïèíîâ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö îäèíàêîâû. Ìíîæèòåëü 2/3 ïåðåä
âòîðûì ÷ëåíîì åñòü âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïðîåêöèè ñïèíîâ
ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö ðàçíûå.
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Ðàññåÿíèå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö.

Ðàññåÿíèå ôåðìèîíîâ. Ðàññìîòðèì ðàññåÿíèå äâóõ ÷àñòèö ñî
ñïèíîì S = 1/2, íàïðèìåð ýëåêòðîíîâ. Îïÿòü â ñèëó òîæäåñòâåííîñòè
÷àñòèö ìû íå ìîæåì ðàçëè÷èòü êàêîé èìåííî ýëåêòðîí ïîïàë â
äåòåêòîð, åñëè ïðîåêöèè ñïèíîâ ýëåêòðîíîâ îäèíàêîâû. Îäíàêî
ïîñêîëüêó ýëåêòðîíû ÿâëÿþòñÿ ôåðìèîíàìè, ñîãëàñíî ïðàâèëàì
êâàíòîâîé ìåõàíèêè àìïëèòóäû ýòèõ àëüòåðíàòèâíûõ âîçìîæíîñòåé
äîëæíû âû÷èòàòüñÿ

Fôåðì = f (θ)− f (π − θ). (381)

Ñîîòâåòñòâåííî, äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíîâ ñ
îäèíàêîâûìè ïðîåêöèÿìè ñïèíîâ ðàâíî

dσ

dΩ
= |f (θ)− f (π − θ)|2. (382)

Â ÷àñòíîñòè, ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íà óãîë θ = π/2

dσ

dΩ

∣∣∣
θ=π/2

= 0. (383)
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Ðàññåÿíèå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö.

Åñëè ïðîåêöèè ñïèíîâ ýëåêòðîíîâ ðàçíûå, ìû ìîæåì ðàçëè÷èòü êàêîé
èìåííî ýëåêòðîí ïîïàë â äåòåêòîð è ñóììèðóþòñÿ âåðîÿòíîñòè
ïîïàñòü â äåòåêòîð îäíîãî èëè äðóãîãî ýëåêòðîíà. Òàêèì îáðàçîì
ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íåïîëÿðèçîâàííûõ ýëåêòðîíîâ äðóã íà äðóãå ðàâíî

dσ

dΩ
=

1

2
|f (θ)− f (π − θ)|2 +

1

2
|f (θ)|2 +

1

2
|f (π − θ)|2 =

= |f (θ)|2 + |f (π − θ)|2 − 1

2
(f (θ)f ∗(π − θ) + f ∗(θ)f (π − θ)) . (384)

Ó÷òåíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ (íå ñîâïàäåíèÿ) ïðîåêöèé ñïèíîâ
äâóõ ýëåêòðîíîâ ðàâíà 1/2.
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Ðàññåÿíèå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö.

Ðàññåÿíèå íåïîëÿðèçîâàííûõ ýëåêòðîíîâ ìîæíî ðàññìîòðåòü è
ïî-äðóãîìó. Ïîëíûé ñïèí ñèñòåìû èç äâóõ ýëåêòðîíîâ ðàâåí ëèáî
S = 1, ëèáî S = 0.
Ñîñòîÿíèå ñî ñïèíîì åäèíèöà ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûìè îòíîñèòåëüíî
ïåðåñòàíîâêè ÷àñòèö

|ψ〉1 = |+ +〉, |ψ〉0 =
|+−〉+ | −+〉√

2
, |ψ〉−1 = | − −〉 (385)

ñ ïðîåêöèÿìè ïîëíîãî ñïèíà Sz = +1,Sz = 0,Sz = −1. Òîãäà,
ïîñêîëüêó ýëåêòðîíû ÿâëÿþòñÿ ôåðìèîíàìè è èõ ïîëíàÿ âîëíîâàÿ
ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü íå÷åòíîé îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè ÷àñòèö,
ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé ôóíêöèè äîëæíà áûòü íå÷åòíîé, òî
åñòü

FS=1 = f (θ)− f (π − θ). (386)
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Ðàññåÿíèå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö.

Ñîñòîÿíèå ñî ñïèíîì íîëü ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì îòíîñèòåëüíî
ïåðåñòàíîâêè ÷àñòèö

|ψ〉00 =
|+−〉 − | −+〉√

2
. (387)

Òîãäà ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü âîëíîâîé ôóíêöèè äîëæíà áûòü ÷åòíîé,
òî åñòü

FS=0 = f (θ) + f (π − θ). (388)
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Ðàññåÿíèå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö.

Âåðîÿòíîñòü, ÷òî äâà ýëåêòðîíà áóäóò èìåòü ñóììàðíûé ñïèí S = 1
ðàâíà 3/4, âåðîÿòíîñòü, ÷òî äâà ýëåêòðîíà áóäóò èìåòü ñóììàðíûé
ñïèí S = 0 ðàâíà 1/4. Òîãäà ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ íåïîëÿðèçîâàííûõ
ýëåêòðîíîâ ðàâíî

dσ

dΩ
=

3

4
|f (θ)− f (π − θ)|2 +

1

4
|f (θ) + f (π − θ)|2 =

= |f (θ)|2 + |f (π − θ)|2 − 1

2
(f (θ)f ∗(π − θ) + f ∗(θ)f (π − θ)) . (389)

è ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì âûøå äðóãèì ñïîñîáîì.
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Ðàññåÿíèå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö.

Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî ñå÷åíèÿ
ðàññåÿíèÿ îò óãëà äëÿ ðàçëè÷èìûõ è òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì
S = 0, S = 1, S = 1/2.

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
1

2

3

4

5

6

7

8

θ/π

ln
(d

σ i/d
Ω

)
Different particles
Identical particles S=0
Identical particles S=1
Identical particles S=1/2
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Ðàññåÿíèå òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö.

Çàâèñèìîñòü îòíîøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ñå÷åíèé ðàññåÿíèÿ
òîæäåñòâåííûõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì S = 0, S = 1, S = 1/2 ê
äèôôåðåíöèàëüíîìó ñå÷åíèþ ðàññåÿíèÿ ðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö îò óãëà
ðàññåÿíèÿ.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.5

1

1.5

2

θ/π

dσ
i/d

σ 0
S=0
S=1
S=1/2
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Ðàññåÿíèå ÷àñòèö ñî ñïèíîì.

Ðàññìîòðèì äðóãîé òèï çàäà÷, êîãäà ðàññåèâàþòñÿ ðàçíûå ÷àñòèöû, íî
ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ çàâèñèò îò ñïèíîâ ÷àñòèö, ÷òî èìååò ìåñòî
íàïðèìåð ïðè ðàññåÿíèè ïðîòîíîâ è íåéòðîíîâ. Ïîòåíöèàë
âçàèìîäåéñòâèÿ íåéòðîíà è ïðîòîíà ÿâëÿåòñÿ êîðîòêîäåéñòâóþùèì è
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

U = A(~s1 ·~s2)
e−µr

r
. (390)

Àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè ðàâíà

f (q) = A(~s1 ·~s2)
(
− m

2π~2
)∫ e−µr−i~q·~r

r
d3r . (391)

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë, èìååì

f (q) = −A(~s1 ·~s2)
2m

~2(q2 + µ2)
. (392)
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Ðàññåÿíèå ÷àñòèö ñî ñïèíîì.

Âûðàçèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñïèíîâ ïðîòîíà è íåéòðîíà ÷åðåç
ñóììàðíûé ñïèí

~S = (~s1 +~s2) → ~S2 = S(S + 1) = (~s1 +~s2)2 = ~s21 +~s22 + 2~s1 ·~s2, (393)

îòêóäà

~s1 ·~s2 =
S(S + 1)

2
− 3

4
. (394)

Àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ â ñîñòîÿíèè ñ ñóììàðíûì ñïèíîì íîëü

f0 =
3mA

2~2(q2 + µ2)
, (395)

àìïëèòóäà ðàññåÿíèÿ â ñîñòîÿíèè ñ ñóììàðíûì ñïèíîì åäèíèöà

f1 = − mA

2~2(q2 + µ2)
. (396)
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Ðàññåÿíèå ÷àñòèö ñî ñïèíîì.

Íàéäåì òåïåðü âåðîÿòíîñòü ïåðåâîðîòà ñïèíà íåéòðîíà, åñëè ñíà÷àëà
îí íàõîäèëñÿ â ñîñòîÿíèè ñ ïðîåêöèåé sz = +1/2, ïðè ðàññåÿíèè íà
ïðîòîíå ñ ïðîåêöèåé ñïèíà sz = −1/2. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñïèíîâ
÷àñòèö ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

|+n −p〉 =
1√
2

(ΨS=1 + ΨS=0) , (397)

ãäå

ΨS=1 =
1√
2

(|+n −p〉+ | −n +p〉) , ΨS=0 =
1√
2

(|+n −p〉 − | −n +p〉)

(398)
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Ðàññåÿíèå ÷àñòèö ñî ñïèíîì.

Êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ïîñëå ðàññåÿíèÿ èìååò âèä

Ψf =
e ikr

r

1√
2

(f1ΨS=1 + f0ΨS=0) =

=
e ikr

r

(
f1 + f0

2
|+n −p〉+

f1 − f0
2
| −n +p〉

)
(399)

Òîãäà âåðîÿòíîñòü ïåðåâîðîòà ñïèíà ðàâíà

P+n→−n =
|f1 − f0|2

|f1 − f0|2 + |f1 + f0|2
=

4

5
. (400)
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ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II

Ëåêöèÿ 10 Èçëó÷åíèå. Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî

ïîëÿ.

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã.

30 ìàðòà 2016 ã.
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Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â âàêóóìå (â îòñóòñòâèè çàðÿäîâ è òîêîâ)
ïðèíÿòî îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ~A(~r , t),
ïîëàãàÿ ðàâíûì íóëþ ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë φ(~r , t) = 0. Ýëåêòðè÷åñêîå
è ìàãíèòíîå ïîëå òîãäà âûðàæàþòñÿ òàê

~E = −1

c

∂~A(~r , t)

∂t
, ~B = [~∇× ~A(~r , t)]. (401)

Íà âåêòîðíûé ïîòåíöèàë íàêëàäûâàåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå

~∇ · ~A(~r , t) = 0, (402)

âûðàæàþùåå ïîïåðå÷íîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äëÿ ïëîñêîé
âîëíû

~A(~r , t) ∼ e i~k·~r (403)

ïîëó÷àåì
~k · ~A(~r , t) ∼ ~k · ~E (~r , t) = 0. (404)

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã. () ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II Ëåêöèÿ 10 Èçëó÷åíèå. Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.30 ìàðòà 2016 ã. 211 / 255



Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Èç óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà

[~∇× ~B] =
1

c

∂~E (~r , t)

∂t
, (405)

ñëåäóåò, ñ ó÷åòîì ~∇ · ~A = 0, âîëíîâîå óðàâíåíèå

∆~A =
1

c2
∂2~A

∂t2
. (406)

Äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû

~A ∼ e i~k·~r−iωt (407)

ïîëó÷àåì çàêîí äèñïåðñèè
ω = kc . (408)
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Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Óäîáíî ðàññìàòðèâàòü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â áîëüøîì, íî
êîíå÷íîì îáúåìå â âèäå ÿùèêà ñî ñòîðîíàìè Lx , Ly , Lz . Ðàçëîæèì
âåêòîðíûé ïîòåíöèàë â ðÿä Ôóðüå

~A(~r , t) =
∑
~k

~A~k (t)e i~k·~r (409)

è ïðèìåì ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ

kxLx = 2πnx , kyLy = 2πny , kzLz = 2πnz , (410)

ãäå nx , ny , nz � ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà.
Ïîñêîëüêó âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé âåëè÷èíîé

~A(~r , t) =
∑
~k

~A~k (t)e i~k·~r = ~A∗(~r , t) =
∑
~k

~A∗~k (t)e−i~k·~r , (411)

äëÿ ôóðüå-êîìïîíåíò äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

~A∗~k = ~A−~k . (412)
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Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Âûðàçèì ýíåðãèþ (îíà æå ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà) ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ, êîòîðàÿ êàê èçâåñòíî ðàâíà

H =

∫
V

(
~E 2

8π
+
~B2

8π

)
d3r , (413)

÷åðåç ôóðüå-êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà. Èìååì∫
V

~E 2

8π
d3r =

1

8πc2

∑
~k

∑
~p

~̇A~k · ~̇A~p
∫
V

e i(~k+~p)·~rd3r . (414)

Âû÷èñëèì èíòåãðàë ïî x , èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (410) :

Lx∫
0

e i(kx+px )xdx =

Lx∫
0

e2πi(nx+mx )x/Lxdx . (415)
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Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Åñëè nx = −mx (kx = −px ), òî èíòåãðàë ðàâåí Lx , èíà÷å îí ðàâåí
íóëþ. Òàêèì îáðàçîì∫

V

e i(~k+~p)·~rd3r = V∆(~k + ~p), (416)

ãäå ∆ � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Òîãäà∫
V

~E 2

8π
d3r =

1

8πc2

∑
~k

∑
~p

~̇A~k · ~̇A~pV∆(~k + ~p) =
V

8πc2

∑
~k

~̇A~k · ~̇A
∗
~k
. (417)

Àíàëîãè÷íî∫
V

~B2

8π
d3r =

1

8π

∑
~k

∑
~p

i [~k , ~A~k ] · (i)[~p, ~A~p]V∆(~k + ~p) =

=
V

8π

∑
~k

k2~A~k · ~A
∗
~k
. (418)
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Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ

H =
∑
~k

(
V

8πc2
~̇A~k · ~̇A

∗
~k

+
Vk2

8π
~A~k · ~A

∗
~k

)
(419)

ñ ýíåðãèåé ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

H ′ =

(
m

2
Q̇2 +

mω2

2
Q2

)
, (420)

ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê íàáîð íåçàâèñèìûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ ñ ìàññîé m è
÷àñòîòîé ωk

m =
V

4πc2
, ωk = ck . (421)
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Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ïåðåõîä ê êâàíòîâîìó îïèñàíèþ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà
îñóùåñòâëÿåòñÿ (ëåêöèÿ 3-1) ââåäåíèåì îïåðàòîðîâ â, â†

Q̂ =

√
~

2mω

(
â + â†

)
. (422)

Àíàëîãè÷íî äëÿ îïåðàòîðà âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ïîëó÷àåì

~̂A(~r , t) =
∑
~k,λ

√
2π~c2
Vω~k

~e~k,λ

(
â~k,λe

i~k·~r−iω~k t + â†~k,λ
e−i~k·~r+iω~k t

)
, (423)

ãäå ââåäåí âåêòîð ïîëÿðèçàöèè ~e~k,λ ñ äâóìÿ íåçàâèñèìûìè
íàïðàâëåíèÿìè ïîëÿðèçàöèè λ. Ãàìèëüòîíèàí ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ
ðàâåí

Ĥr =
∑
~k,λ

~ω~k

(
â†~k,λ

â~k,λ +
1

2

)
. (424)
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Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Îïåðàòîðû ýëåêòðè÷åñêîãî ~̂E è ìàãíèòíîãî ~̂B ïîëåé ðàâíû

~̂E (~r , t) = −i
∑
~k,λ

√
2π~ω~k
V

~e~k,λ

(
â~k,λe

i~k·~r−iω~k t − â†~k,λ
e−i~k·~r+iω~k t

)
, (425)

~̂B(~r , t) = −i
∑
~k,λ

√
2π~c2
Vω~k

[~k ,~e~k,λ]
(
â~k,λe

i~k·~r−iω~k t − â†~k,λ
e−i~k·~r+iω~k t

)
.

(426)
Ïðîèçâîëüíîå ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå èçëó÷åíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê íàáîð êâàíòîâ, ôîòîíîâ. Â âàêóóìíîì ñîñòîÿíèè ôîòîíîâ íåò è
ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïîëåé ðàâíû íóëþ. Îäíàêî ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè
íå ðàâíî íóëþ � åñòü ôëóêòóàöèè ïîëåé. Ýòè ôëóêòóàöèè ïðèâîäÿò ê
íàáëþäàåìûì ñëåäñòâèÿì � ëýìáîâñêîìó ñäâèãó àòîìíûõ óðîâíåé
ýíåðãèè è ñèëàì Êàçèìèðà.
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Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñïåêòðå òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ �÷åðíîãî òåëà� �
çàäà÷è â êîòîðîé âïåðâûå ïîÿâèëàñü ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà. Ïîä �÷åðíûì
òåëîì� ïîíèìàåòñÿ àáñîëþòíî ïîãëîùàþùåå òåëî, ïðèìåðîì êîòîðîãî
ìîæåò ñëóæèòü íàïðèìåð ïîëîñòü ñ íåáîëüøèì îòâåðñòèåì.
Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî âîëí â ÿùèêå ðàçìåðîì Lx × Ly × Lz âîëíîâûå
âåêòîðà êîòîðûõ ëåæàò â èíòåðâàëå

(kx , kx + dkx ), (ky , ky + dky ), (kz , kz + dkz ). (427)

Èñïîëüçóÿ ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (410), ïîëó÷àåì

dN =
dkxdkydkzLxLyLz

(2π)3
. (428)
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Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Åñëè ñòåíêè ÿùèêà èìåþò òåìïåðàòóðó T è èçëó÷åíèå íàõîäèòñÿ â
ðàâíîâåñèè (àòîìû â ñòåíêàõ ÿùèêà èñïóñêàþò è ïîãëîùàþò ôîòîíû),
òî ñîãëàñíî ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå âåðîÿòíîñòü, ÷òî â ïîëîñòè áóäåò
íàõîäèòñÿ n ôîòîíîâ ñ ÷àñòîòîé ω, ïðîïîðöèîíàëüíà

P(n) =
1

Z
e−n~ω/T , (429)

ãäå òåìïåðàòóðà èçìåðÿåòñÿ â ýíåðãåòè÷åñêèõ åäèíèöàõ. Òåìïåðàòóðå
T = 11606oK cîîòâåòñòâóåò ýíåðãèÿ 1 ýÂ. Íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü

Z =
∞∑

n=0

e−n~ω/T =
1

1− e−~ω/T
(430)

íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ
∞∑

n=0

P(n) = 1. (431)
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Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ôîòîíîâ ñ ÷àñòîòîé ω ðàâíà

e(ω) =
1

Z

∞∑
n=0

e−n~ω/T 〈n|~ωâ†â|n〉 =
1

Z

∞∑
n=0

e−n~ω/Tn~ω. (432)

Ïîëó÷àåì

e(ω) =
1

Z

dZ

d(1/T )
=

d

d(1/T )
lnZ =

~ω
e~ω/T − 1

. (433)
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Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Òîãäà ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ â èíòåðâàëå ÷àñòîò (ω, ω + dω)
äàåòñÿ óìíîæåíèåì ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà íà ÷èñëî êîëåáàíèé â ýòîì
èíòåðâàëå ÷àñòîò (ñ ó÷åòîì äâóõ âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé
ïîëÿðèçàöèè)

dE (ω) =
~ω

e~ω/T − 1
2

4πk2dkV

(2π)3
=

~ω
e~ω/T − 1

Vω2dω

π2c3
, (434)

ãäå ïåðåøëè îò äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâå âîëíîâûõ
âåêòîðîâ ê ñôåðè÷åñêèì

dkxdkydkz → 4πk2dk (435)

è èñïîëüçîâàëè çàêîí äèñïåðñèè ω = kc .
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Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ñïåêòð èçëó÷åíèÿ ÷åðíîãî òåëà ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ.

0 1 2 3 4 5 6 7
0

0.5

1

1.5

hω,  eV

E
(ω

)
T=7400 0K

T=8600 0K

T=9800 0K

T=11500 0K
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Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ìàêñèìóì â ñïåêòðå èçëó÷åíèÿ

I (ω) =
dE (ω)

dω
=

V

π2

(
T

~c

)3 x3

ex − 1
, (436)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

x ≡ ~ω
T
, (437)

íàõîäèì èç óñëîâèÿ

dI (x)

dx
= 0, → 3(ex − 1) = xex . (438)

×èñëåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äàåò

~ωmax ≈ 2.82T . (439)
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Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ

E =
VT 4

π2~3c3

∞∫
0

x3

ex − 1
=
π2VT 4

15~3c3
(440)

èìååò êîíå÷íîå çíà÷åíèå � íåò �óëüòðàôèîëåòîâîé êàòàñòðîôû�,
ïðåäñêàçûâàåìîé êëàññè÷åñêîé ôèçèêîé. Ïîëíîå ñðåäíåå ÷èñëî
ôîòîíîâ ðàâíî

N =
VT 3

π2~3c3

∞∫
0

x2

ex − 1
≈ 0.244V

(
T

~c

)3

. (441)

Íèæå ïðåäñòàâëåíà íàãëÿäíàÿ êàðòèíà äîñòèæåíèÿ (óñòàíîâëåíèÿ)
òåïëîâîãî ðàâíîâåñíîãî ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ. Ôîòîíû ðàçëè÷íîé
÷àñòîòû óñëîâíî èçîáðàæàþòñÿ â âèäå øàðèêîâ ðàçëè÷íîãî öâåòà.
Èçëó÷åíèå è ïîãëîùåíèå ôîòîíîâ ïðîèñõîäèò òîëüêî íà äíå ÿùèêà,
äðóãèå ñòåíêè ÿùèêà ñäåëàíû çåðêàëüíûìè.
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Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Óñòàíîâëåíèå ðàâíîâåñíîãî ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ ÷åðíîãî òåëà. ×èñëî
ôîòîíîâ ôëóêòóèðóåò äàæå ïîñëå äîñòèæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
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Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Óñòàíîâëåíèå ðàâíîâåñíîãî ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ ÷åðíîãî òåëà ïðè áîëåå
âûñîêîé òåìïåðàòóðå. ×èñëî ôîòîíîâ è èõ ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà (ýíåðãèÿ)
áîëüøå.
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Êâàíòîâàíèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Óñòàíîâëåíèå ðàâíîâåñíîãî ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ ÷åðíîãî òåëà ïðè
äðóãîì íà÷àëüíîì óñëîâèè.
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ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II

Ëåêöèÿ 11 Èçëó÷åíèå. Âçàèìîäåéñòâèå çàðÿæåííûõ

÷àñòèö è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã.

30 ìàðòà 2016 ã.
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Âçàèìîäåéñòâèå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö è

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ãàìèëüòîíèàí çàðÿæåííûõ ÷àñòèö áåç ñïèíà â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå
ðàâåí

Ĥ =
(p̂− eÂ/c)2

2m
. (442)

Êîíñòàíòîé âçàèìîäåéñòâèÿ çàðÿæåííûõ ÷àñòèö è ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû

α =
e2

~c
≈ 1

137
� 1, (443)

ïîýòîìó âçàèìîäåéñòâèå ìîæíî îïèñûâàòü ïî òåîðèè âîçìóùåíèé.
Îñíîâíîé âêëàä âî âçàèìîäåéñòâèå äàåò ÷ëåí

Ĥ1 = − e

mc
p̂ · Â. (444)
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Âçàèìîäåéñòâèå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö è

ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè åñòü ïðîèçâåäåíèå
âîëíîâîé ôóíêöèè çàðÿæåííîé ÷àñòèöû (íàïðèìåð ýëåêòðîíà â àòîìå)
è âîëíîâîé ôóíêöèè ôîòîíà

|Ψ〉0 = ψa
f (r)|..., nkλ, ...〉, (445)

ãäå nkλ = 0, 1, 2, ... ÷èñëî ôîòîíîâ ñ âîëíîâûì âåêòîðîì k è
ïîëÿðèçàöèåé λ. Îïåðàòîð p̂ äåéñòâóåò íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ
çàðÿæåííîé ÷àñòèöû, îïåðàòîð Â äåéñòâóåò íà âîëíîâóþ ôóíêöèþ
ôîòîíà.
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Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà èçëó÷åíèå ôîòîíà àòîìîì.
Ïåðâîíà÷àëüíî àòîì íàõîäèòñÿ â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè, à ôîòîíîâ
íåò. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíà

|Ψi 〉 = ψa
i (r)|0〉. (446)

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ � àòîì ïåðåøåë â îñíîâíîå
ñîñòîÿíèå, èñïóñòèâ ôîòîí ñ èìïóëüñîì k è ïîëÿðèçàöèåé λ � ðàâíà

|Ψf 〉 = ψa
f (r)|1kλ, 0, ...〉. (447)

Íàéäåì âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ñ èñïóñêàíèåì ôîòîíà â åäèíèöó
âðåìåíè, èñïîëüçóÿ òåîðèþ âîçìóùåíèé

dẆ =
2π

~
|Ufi |2dν, (448)

ãäå dν ïëîòíîñòü ÷èñëà ñîñòîÿíèé èñïóùåííîãî ôîòîíà.
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Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå.

Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïåðåõîäà ðàâåí

Ufi = − e

mc
〈1kλ;ψa

f |Â · p̂|0;ψa
i 〉. (449)

Íåíóëåâîé âêëàä îò îïåðàòîðà Â äàåò òîëüêî îäèí ÷ëåí, ïîñêîëüêó

〈1kλ, 0, ...|αk′λ′ â
†
k′λ′e

−ik′·r|0〉 = ∆(k− k′)δλ,λ′αkλe
−ik·r, (450)

òîãäà êàê
〈1kλ, 0, ...|âk′λ′ |0〉 = 0. (451)

Òîãäà ïîëó÷èì

Ufi = − e

m

√
2π~
Vωk

ekλ · 〈ψa
f |e−ik·rp̂|ψa

i 〉. (452)
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Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå.

Îáîçíà÷èì íà÷àëüíóþ ýíåðãèþ àòîìà ε2, êîíå÷íóþ ýíåðãèþ àòîìà ε1.
Òîãäà

δ(Ef − Ei ) = δ(ε1 + ~ω − ε2) =
1

~
δ(ω − ω21), (453)

ãäå ω � ÷àñòîòà èçëó÷åííîãî ôîòîíà, à

ω21 =
ε2 − ε1

~
(454)

� ÷àñòîòà àòîìíîãî ïåðåõîäà. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëî ñîñòîÿíèé ïðè
èçëó÷åíèè ôîòîíà ñ îïðåäåëåííîé ïîëÿðèçàöèåé â òåëåñíûé óãîë dΩ
ðàâíî

dν =

∫
δ(Ef − Ei )

Vk2dkdΩ

(2π)3
=

Vω2dΩ

(2π)3~c3
. (455)
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Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå.

Âåðîÿòíîñòü èçëó÷åíèÿ â åäèíèöó âðåìåíè ïðèíèìàåò âèä

dẆ =
e2ω21

2π~m2c3

∣∣∣〈ψa
f |e−ik·rp̂|ψa

i 〉
∣∣∣2dΩ. (456)

Ïðè âû÷èñëåíèè àòîìíîãî ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ
äèïîëüíîå ïðèáëèæåíèå, êîãäà ýêñïîíåíòó e−ik·r çàìåíÿþò åäèíèöåé,
ïîñêîëüêó

kr ∼ ωa

c
∼ me4

c~3
~2

me2
=

e2

~c
≈ 1

137
� 1. (457)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

p̂ =
im

~
[Ĥa, r], (458)

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã. () ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II Ëåêöèÿ 11 Èçëó÷åíèå. Âçàèìîäåéñòâèå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö è ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.30 ìàðòà 2016 ã. 235 / 255



Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå.

ìàòðè÷íûé ýëåìåíò èìïóëüñà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

〈ψa
f |p̂|ψa

i 〉 =
im

~
〈ψa

f |Ĥar̂ − r̂Ĥa|ψa
i 〉 =

= −imε2 − ε1
~
〈ψa

f |r|ψa
i 〉 = −imω21〈ψa

f |r|ψa
i 〉. (459)

Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå äëÿ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà äèïîëüíîãî ìîìåíòà
d ≡ er

dfi ≡ e〈ψa
f |r|ψa

i 〉, (460)

ïîëó÷àåì âåðîÿòíîñòü èçëó÷åíèÿ â åäèíèöó âðåìåíè â òåëåñíûé óãîë
dΩ

dẆ =
ω3
21

2π~c3
|ek,λ · dfi |2dΩ. (461)
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Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå.

Åñëè ìàòðè÷íûé ýëåìåíò äèïîëüíîãî ìîìåíòà îòëè÷åí îò íóëÿ, òî
ãîâîðÿò ÷òî äàííûé ïåðåõîä ðàçðåøåí, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå �
çàïðåùåí. Êàêèå ïåðåõîäû ðàçðåøåíû, à êàêèå çàïðåùåíû
óñòàíàâëèâàþò ïðàâèëà îòáîðà. Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà äèïîëüíîãî
ìîìåíòà er ìåíÿåò çíàê ïðè èíâåðñèè (íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ), òî
ðàçðåøåíû â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè òîëüêî ïåðåõîäû ìåæäó
ñîñòîÿíèÿìè ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ÷åòíîñòüþ, Óãëîâóþ çàâèñèìîñòü
äèïîëüíîãî ìîìåíòà ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè

dz ∼ z ∼ cos θ ∼ Y10, dx ∼ cosφ sin θ ∼ (Y1,+1 − Y1,−1),

dy ∼ sinφ sin θ ∼ (Y1,+1 + Y1,−1). (462)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôîòîí ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòèöó ñ
åäèíè÷íûì óãëîâûì ìîìåíòîì èìïóëüñà.
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Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå.

Èñïîëüçóÿ çàêîí ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ èìïóëüñà, ïîëó÷àåì, ÷òî ìîìåíò
èìïóëüñà êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ìîìåíòà èìïóëüñà
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ íà åäèíèöó (ñîâïàäàòü íå ìîãóò � ÷åòíîñòü
äîëæíà áûòü ðàçíîé).Òîãäà ìàòðè÷íûé ýëåìåíò äèïîëüíîãî ïåðåõîäà
îòëè÷åí îò íóëÿ åñëè îðáèòàëüíûå ìîìåíòû l íà÷àëüíîãî è êîíå÷íîãî
ñîñòîÿíèÿ îòëè÷àþòñÿ íà åäèíèöó. Ïðîåêöèè îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà m
ìîãóò îòëè÷àòüñÿ íà ëèáî íà åäèíèöó, ëèáî ñîâïàäàòü (÷åòíîñòü
ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî l ). Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ
ïðàâèëà îòáîðà äëÿ äèïîëüíîãî ïåðåõîäà

∆l ≡ lf − li = ±1, ∆m ≡ mf −mi = 0,±1. (463)
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Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì èçëó÷åíèå àòîìîì âîäîðîäà ïðè
ïåðåõîäå èç âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ 2p â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå 1s
(ïåðåõîä 2s → 1s çàïðåùåí). Ñíà÷àëà íàéäåì ñêîðîñòü ïåðåõîäà èç
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

Ψn=2,l=1,m=0 =

√
3

4π
cos θ

r√
24a5

e−r/2a. (464)

â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå

Ψn=1,l=0,m=0 =
1√
πa3

e−r/a, (465)

òî åñòü ïåðåõîä ñ ∆m = 0. Â ýòîì ñëó÷àå îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî
ìàòðè÷íûé ýëåìåíò z� êîìïîíåíòû äèïîëüíîãî ìîìåíòà

(dz )fi = e

∫
Ψn=1,l=0,m=0zΨn=2,l=1,m=0d

3r =

=
e

4π
√

2a4

+1∫
−1

(cos θ)22πd cos θ

∞∫
0

r4e−3r/2adr = ea
128
√

2

243
. (466)
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Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå.

Âåðîÿòíîñòü èçëó÷åíèÿ â åäèíèöó âðåìåíè ôîòîíà ñ âîëíîâûì
âåêòîðîì k è ïîëÿðèçàöèåé λ â òåëåñíûé óãîë dΩ ðàâíà

dẆ =
ω3
21

2π~c3
|(ek,λ)z (dfi )z |2dΩ. (467)

Òåïåðü íåîáõîäèìî ïðîñóììèðîâàòü ïî äâóì âîçìîæíûì ñîñòîÿíèåì
ïîëÿðèçàöèè. Óäîáíî îäèí âåêòîð ïîëÿðèçàöèè âûáðàòü
ïåðïåíäèêóëÿðíûì âåêòîðàì d è k, à äðóãîé � ëåæàùèì â ïëîñêîñòè
âåêòîðîâ d è k. Òîãäà óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èçëó÷åííûõ ôîòîíîâ
îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé

|(ek,λ)z (dfi )z |2 = sin2 θ|(dfi )z |2. (468)
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Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå.

Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èçëó÷åíèÿ (ñèíèé öâåò) ïðè ïåðåõîäå ñ
∆m = 0. Ïîêàçàíî òàêæå óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè
ýëåêòðîííîãî çàðÿäà (êðàñíûé öâåò) â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè.
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Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå.

Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èçëó÷åíèÿ (ñèíèé öâåò) ïðè ïåðåõîäå ñ
∆m = 0. Ïîêàçàíî òàêæå óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè
ýëåêòðîííîãî çàðÿäà (êðàñíûé öâåò) â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè.
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Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå.

Òåïåðü íàéäåì ñêîðîñòü ïåðåõîäà èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

Ψn=2,l=1,m=+1 = − 1

8
√
πa5

sin θe iφre−r/2a. (469)

â êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå

Ψn=1,l=0,m=0 =
1√
πa3

e−r/a, (470)

òî åñòü ïåðåõîä ñ ∆m = −1. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðè÷íûé ýëåìåíò z�
êîìïîíåíòû äèïîëüíîãî ìîìåíòà ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó∫ 2π

0
e iφdφ = 0. (471)

Îòëè÷íû îò íóëÿ êîìïîíåíòû (dfi )x , (dfi )y .
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Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå.

(dx )fi = e

∫
Ψn=1,l=0,m=0xΨn=2,l=1,m=+1d

3r =

= − e

8πa4

+1∫
−1

(sin θ)2d cos θ

2π∫
0

(cosφ)2dφ

∞∫
0

r4e−3r/2adr = −ea128

243
. (472)

Ó÷òåíî, ÷òî e iφ = cosφ+ i sinφ è∫ 2π

0
cosφ sinφdφ = 0. (473)

Àíàëîãè÷íî (dfi )y = i(dfi )x . ×òîáû ïðîñóììèðîâàòü ïî ïîëÿðèçàöèÿì
âûáåðåì îäèí âåêòîð ïîëÿðèçàöèè â ïëîñêîñòè xy

e1 = (sinφ,− cosφ, 0), (474)

à äðóãîé, îðòîãîíàëüíûé ïåðâîìó, â ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü
z è âåêòîð k e2 = (− cos θ cosφ,− cos θ sinφ, sin θ). (475)
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Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå.

Ëåãêî ïðîâåðèòü îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðîâ ïîëÿðèçàöèè âåêòîðó k

k = k(sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ). (476)

Òîãäà
|(e1)x (dfi )x + (e1)y (dfi )y |2 = |(dfi )x |2, (477)

|(e2)x (dfi )x + (e2)y (dfi )y |2 = cos2 θ|(dfi )x |2. (478)

Â èòîãå óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èçëó÷åííûõ ôîòîíîâ ïðè ïåðåõîäå ñ
∆m = −1 îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé(

1 + cos2 θ
)
|(dfi )x |2 =

1 + cos2 θ

2
|(dfi )z |2. (479)

Î÷åâèäíî, ÷òî òî÷íî òàêîé æå ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ äëÿ ïåðåõîäà ñ
∆m = +1, òî åñòü èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

Ψn=2,l=1,m=−1 =
1

8
√
πa5

sin θe−iφre−r/2a. (480)
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Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå.

Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èçëó÷åíèÿ (ñèíèé öâåò) ïðè ïåðåõîäå ñ
∆m = ±1. Ïîêàçàíî òàêæå óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè
ýëåêòðîííîãî çàðÿäà (êðàñíûé öâåò) â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè.
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Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå.

Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå èçëó÷åíèÿ (ñèíèé öâåò) ïðè ïåðåõîäå ñ
∆m = ±1. Ïîêàçàíî òàêæå óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè
ýëåêòðîííîãî çàðÿäà (êðàñíûé öâåò) â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè.
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Äèïîëüíîå èçëó÷åíèå.

Ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü èçëó÷åíèÿ ôîòîíà â åäèíèöó âðåìåíè ïîëó÷àåòñÿ
èíòåãðèðîâàíèåì ïî òåëåñíîìó óãëó è ðàâíà

Ẇ =
ω3
21

2π~c3
|(dfi )z |2

+1∫
−1

sin2 θ2πd cos θ =
4ω3

21

3~c3
|(dfi )z |2. (481)

Îöåíêà äëÿ àòîìíûõ ïåðåõîäîâ äàåò

Ẇ ∼ ω3e2a2

~c3
∼ e6e2a2

~4a3c3
∼

∼
(
e2

~c

)3
e2

~a
∼
(

1

137

)3 1ýÂ

10−15ýÂ ñ
∼ 109 1/ñ. (482)

Âðåìÿ æèçíè âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ

τ ∼ 1

Ẇ
∼ 10−9ñ. (483)
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ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ-II

Ëåêöèÿ 12 Ôîòîýôôåêò.

ëåêòîð: Îáðàçîâñêèé Å. Ã.

30 ìàðòà 2016 ã.
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Ôîòîýôôåêò.

Ôîòîýôôåêò � èîíèçàöèÿ àòîìîâ ïðè ïîãëîùåíèè ôîòîíà è îí
ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðîöåññîì âçàèìîäåéñòâèÿ ðåíòãåíîâñêîãî
èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì.
Ðàññìîòðèì ÿâëåíèå ôîòîýôôåêòà äëÿ àòîìà âîäîðîäà.
Ïåðâîíà÷àëüíî àòîì íàõîäèòñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè, ôîòîí ñ
âîëíîâûì âåêòîðîì k è ïîëÿðèçàöèåé λ. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíà

|Ψi 〉 = ψa
i (r)|1kλ, 0, ...〉. (484)

Êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå � ïðè ïîãëîùåíèè ôîòîíà ñâÿçàííûé â àòîìå
âîäîðîäà ýëåêòðîí ñòàë ñâîáîäíûì ñ èìïóëüñîì p. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ
êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíà

|Ψf 〉 =
e ip·r/~
√
V

. (485)
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Ôîòîýôôåêò.

Íàéäåì âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà ñ èñïóñêàíèåì ôîòîýëåêòðîíà â åäèíèöó
âðåìåíè, èñïîëüçóÿ òåîðèþ âîçìóùåíèé

dẆ =
2π

~
|Ufi |2dν, (486)

ãäå dν ïëîòíîñòü ÷èñëà ñîñòîÿíèé ôîòîýëåêòðîíà.
Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ïåðåõîäà ðàâåí

Ufi = − e

mc
〈0;ψe

f |Â · p̂|1kλ;ψa
i 〉. (487)

Íåíóëåâîé âêëàä îò îïåðàòîðà Â äàåò òîëüêî îäèí ÷ëåí, ïîñêîëüêó

〈0|αk′λ′ âe
ik′·r|1kλ〉 = ∆(k− k′)δλ,λ′αkλe

ik·r, (488)

òîãäà êàê
〈0|â†k′λ′ |1kλ〉 = 0. (489)
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Ôîòîýôôåêò.

Òîãäà ïîëó÷èì

Ufi = − e

mV

√
2π~
ωk

ekλ ·
∫

e−i(p/~−k)·rp̂
e−r/a

√
πa3

d3r . (490)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé áîëüøèõ ýíåðãèé ôîòîíà

~ω � I0

(
=

me4

2~2

)
≈ 13.6 ýÂ, (491)

îäíàêî
~ω � mc2 ≈ 0.5 · 106 ýÂ. (492)

Â ýòîì ñëó÷àå

p ≈
√

2m~ω � ~k =
~ω
c
. (493)
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Ôîòîýôôåêò.

Èíòåãðàë

I =

∫
e−ip·r/~p̂e−r/ad3r = −i~

∫
e−ip·r/~ ∂

∂r
e−r/ad3r (494)

âû÷èñëÿåì ìåòîäîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì

I = i~
∫

e−r/a ∂

∂r
e−ip·r/~d3r = p

∞∫
0

e−r/a

(
e ipr/~ − e−ipr/~

ipr/~

)
2πr2dr =

= −2πip

p

[
1

(1/a− ip/~)2
− 1

(1/a + ip/~)2

]
=

8πa3p

(1 + p2a2/~2)2
. (495)
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Ôîòîýôôåêò.

Êâàäðàò ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà ðàâåí

|Ufi |2 =
e2

m2

2~
ωV 2

(8π)2a3

(1 + p2a2/~2)4
(p · ekλ)2. (496)

×èñëî ñîñòîÿíèé ýëåêòðîíà ñ èìïóëüñîì p, âûëåòàþùåãî èç àòîìà â
òåëåñíûé óãîë dΩ, ðàâíî

dν =

∫
δ(Ef − ~ω)

Vp2dpdΩ

(2π~3)3
=

VmpdΩ

(2π~)3
. (497)

Äèôôåðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ñâÿçàíî ñ âåðîÿòíîñòüþ ïåðåõîäà
ñîîòíîøåíèåì

dσ =
dẆ

j
=

VdẆ

c
, (498)

ãäå j � ïëîòíîñòü ïîòîêà ôîòîíîâ ñ íîðìèðîâêîé íà îäèí ôîòîí â
îáúåìå V .
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Ôîòîýôôåêò.

Â èòîãå ïîëó÷àåì

dσ

dΩ
=

32e2a3p

mωc~3
(p · ekλ)2

(1 + p2a2/~2)4
(499)

Âåëè÷èíà
p2a2

~2
=

p2~4

m2e4
=

p2

2m

2~2

me2
=

p2

2mI0
� 1. (500)

Ïîýòîìó ïðè âûñîêèõ ýíåðãèÿõ ôîòîíà (~ω � I0) ñå÷åíèå
ôîòîýôôåêòà ïðîïîðöèîíàëüíî

σ ∼
(

I0
~ω

)7/2

. (501)

Ïîñêîëüêó dσ/dΩ ∼ (p · ekλ)2, ôîòîýëåêòðîíû âûëåòàþò
ïðåèìóùåñòâåííî âäîëü íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè ôîòîíà ekλ
(ñîîòâåòñòâåííî ïåðïåíäèêóëÿðíî âîëíîâîìó âåêòîðó ôîòîíà) k.
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