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1. Предел и непрерывность
функций одной переменной



Начала теории множеств

1.1. Выясните, сколько элементов содержит множество

{{x, y}, {x, x, y}, {y, x}, {{x}, y}, {x, {y}}, {{x}, {y}}}.
Будьте внимательны и не торопитесь с ответом.

1.2. Может ли случиться так, что A ⊂ B и одновременно B ⊂ A ?
Что можно сказать в этом случае о множествах A и B ?

1.3. Знаете ли вы такое множество, которое содержится в любом
другом? Как его называют и как обозначают?

1.4. Опишите, как связаны между собой множества

(а) A ∪B и B ∪A,
(б) A ∩B и B ∩A,
(в) A \B и B \A.

1.5. Докажите следующие два тождества:

(а) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C),
(б) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

1.6. Докажите еще два замечательных равенства:

(а) A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C),
(б) A \ (B ∩ C) = (A \B) ∪ (A \ C).

1.7. Убедитесь, что следующие утверждения эквивалентны:

(а) A ⊂ B,
(б) A ∪B = B,
(в) A ∩B = A,
(г) A \B = φ.

1.8. Симметрической разностью двух множеств A и B называют
множество

A∆B = (A \B) ∪ (B \A).

Установите следующие свойства этой интересной и важной операции:

(а) A∆B = B∆A,
(б) A∆A = φ,
(в) A∆φ = A,
(г) A∆(B∆C) = (A∆B)∆C.
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Для доказательства последнего равенства полезно убедиться, что оба
участвующие в нем множества допускают простое описание — они со-
стоят из тех элементов объединения A ∪B ∪C, которые принадлежат
либо ровно одному из множеств A,B, C, либо сразу всем трем.

1.9. Пусть известно, что A∆B = C∆D. Докажите, что в таком
случае A∆C = B∆D и A∆D = B∆C.

1.10. Докажите, что для любых множеств A и B существует един-
ственное решение X уравнения

(A ∪X) \ (A ∩X) = B.

Найдите формулу, явно выражающую множество X через A и B. Убе-
дитесь, что то же самое множество X удовлетворяет уравнению

(B ∪X) \ (B ∩X) = A.

Опишите все пары множеств A и B, для которых решением этих урав-
нений будет служить множество X = φ.

1.11. Пусть X = {a, b, c, d, e, f, g, h} и Y = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}. Как
в «обычной жизни» принято называть декартово произведение X × Y
множеств X и Y ?

1.12. Докажите, что пересечением «абстрактных» прямоугольни-
ков снова будет прямоугольник:

(A×B) ∩ (C ×D) = (A ∩ C)× (B ∩D).

Найдите формулу, представляющую разность (A×B) \ (C×D) в виде
объединения не пересекающихся между собой прямоугольников.

Отображения и функции

1.13. Пусть % (x) означает наименьшее из расстояний от точки x
числовой оси до точек 0 и 2. Таким образом, эта функция может быть
выражена формулой

% (x) = min (|x|, |x− 2|).
(а) Постройте график функции %.
(б) Докажите, что ту же самую функцию выражает формула

% (x) = ||x− 1| − 1|.
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(в) Задайте функцию % (x) таблицей, ограничившись лишь целыми
значениями аргумента x из отрезка |x| ≤ 5.

1.14. Выберем на числовой прямой три точки a, b и c. Пусть % (x)
означает теперь наименьшее из расстояний от точки x той же прямой
до точек a, b и c. Постройте график функции % (x).

1.15. Докажите тождества

(а) f (A1 ∪A2) = f (A1) ∪ f (A2),
(б) f−1 (B1 ∪B2) = f−1 (B1) ∪ f−1 (B2).

1.16. Выясните, как связаны между собой множества

(а) f (A1 ∩A2) и f (A1) ∩ f (A2),
(б) f−1 (B1 ∩B2) и f−1 (B1) ∩ f−1 (B2).

1.17. По заданным графикам двух функций f и g постройте гра-
фики суперпозиций g ◦ f и f ◦ g.

1.18. Нарисуйте — на свой вкус — график какого-нибудь отобра-
жения отрезка [0, 1] в себя. Пользуясь диаграммами Ламерея, «вычис-
лите» образы точки 1/2 относительно пятой и десятой итераций этого
отображения.

1.19. Нарисуйте графики еще двух преобразований того же отрез-
ка [0, 1], но так, чтобы любая хорда имела наклон по модулю меньше
единицы, причем один график пусть будет возрастающим, а другой —
убывающим. Итерируя теперь выбранные вами преобразования, про-
следите за динамикой произвольной точки отрезка. Каковы характер-
ные черты поведения этих точек?

1.20. Какие из степенных функций xn, где n означает натуральное
число, взаимно однозначны на всей числовой прямой? А на положи-
тельной полупрямой?

1.21. Докажите, что функция f, определенная формулой

f (x) =
x√

1 + x2
,

осуществляет биективное отображение числовой прямой (−∞, +∞) на
интервал (−1, 1), показывая нам, что уже этот ограниченный проме-
жуток содержит столько же точек, сколько имеется вещественных чи-
сел.

1.22. Постройте биекцию промежутка [0, 1) на промежуток (2, 5].
1.23 Установите взаимно однозначное соответствие между точками

интервала (0, 1) и отрезка [0, 1].
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1.24. Пусть множество имеет n элементов. Докажите, не пользуясь
комбинаторными формулами, что для всякого k = 0, 1, . . . , n число его
подмножеств, содержащих по k элементов, равно числу подмножеств,
состоящих из n− k элементов.

1.25. Сколько взаимно однозначных преобразований допускает ко-
нечное множество?

1.26. Кантор обнаружил, что, каким бы ни было множество, ко-
нечное или бесконечное — все равно, между его элементами и всеми
его подмножествами никогда нельзя установить взаимно однозначного
соответствия. Попробуйте доказать это самостоятельно.

Математическая индукция

1.27. Непустое множество, элементами которого являются нату-
ральные числа, назовем индуктивным, если вместе с любым принад-
лежащим ему числом n оно содержит и следующее за ним натуральное
число n + 1.

(а) Приведите примеры индуктивных множеств.
(б) Опишите все индуктивные множества.
(в) Что можно сказать об индуктивном множестве натуральных

чисел, если оно содержит единицу?
1.28. Докажите методом математической индукции следующие два

тождества:
(а) 1 + 2 + . . . + n = n (n + 1)/2,
(б) 1 + 3 + . . . + (2n− 1) = n2.

1.29. Вот еще два примера формул, которые легко доказываются
методом математической индукции:

(а) 3 + 33 + . . . + 33 . . . 3 = (10n+1 − 9n− 10)/27,

(б)
√

2 +
√

2 + . . . +
√

2 = 2 cos (π/2n+1).

Здесь имеется в виду, что левые части обоих равенств содержат соот-
ветственно n слагаемых и n корней.

Метод математической индукции позволяет доказывать не только
различные тождества. Например, с его помощью нетрудно убедиться
в справедливости следующих утверждений.
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1.30. Для всякого натурального n число

(а) 5 · 23n−2 + 33n−1 нацело делится на 19,
(б) 62n−2 + 3n+1 + 3n−1 делится на 11,
(в) 11n+1 + 122n−1 кратно 133.

Далеко не всегда доказательство по индукции сводится к вычис-
лениям или тождественным преобразованиям. Иногда нужно что-то
подметить, где-то сообразить, словом — проявить нечто, напоминаю-
щее творчество.

1.31. Докажите, что для любого натурального n > 1 десятичная
запись числа 22n

+ 1 оканчивается цифрой 7.
1.32. Вы будете иметь возможность убедиться, насколько полез-

ным бывает порой классическое неравенство Бернулли

(1 + x)n ≥ 1 + nx,

справедливое, в частности, для всех натуральных n и вещественных
x > −1. Докажите это неравенство. Убедитесь также и в том, что оно
всегда строгое, кроме тривиальных случаев, когда n = 1 или x = 0.

1.33. Докажите, что для каждого натурального n имеет место
неравенство

1
n + 1

+
1

n + 2
+ . . . +

1
3n + 1

> 1.

Хорошо, когда утверждение, подлежащее доказательству, кем-то
уже открыто и четко сформулировано. Дальнейшее — дело техники и
мастерства, хотя нередко встречаются случаи, когда справедливость
утверждения ни у кого не вызывает сомнений, но доказательство его
десятилетиями, а то и веками, ускользает от пристальных взоров даже
самых выдающихся исследователей. И пока эта игра не закончилась,
утверждение нельзя считать теоремой. Его назывют гипотезой.

Возвращаясь к нашей теме, рассмотрим несколько нехитрых зада-
чек, где первая проблема — правильно сформулировать гипотезу, а
вторая — найти ее доказательство. Будем надеяться, что оно не смо-
жет прятаться от вас слишком долго, и вы увидите его раньше чем
начнется пора зачетов и экзаменов...

1.34. Найдите формулу для n-й итерации отображения f, уже зна-
комого вам по задаче 1.21.

1.35. Последовательность вещественных чисел an задается рекур-
рентным соотношением

an =
5
2
an−1 − an−2, где n ≥ 3,
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и начальными условиями: a1 = 2, a2 = 5/2. Найдите выражение для
всех элементов последовательности.

1.36. На плоскости проведено n прямых, из которых никакие две не
параллельны и никакие три не проходят через одну точку. На сколько
частей разбивают плоскость эти прямые?

1.37. На сколько частей разделится сфера n плоскостями, прохо-
дящими через ее центр, если никакие три плоскости не проходят через
один и тот же диаметр?

1.38. Каким бы ни было число n студентов первого курса НГУ, все
они одного роста. В самом деле, если n = 1, утверждение очевидно.
Пусть оно справедливо для некоторого n. Предположим теперь, что у
нас n + 1 студентов. Тогда, в соответствии с индукционным предполо-
жением, любые n из них имеют одинаковый рост. Ясно, что в таком
случае все студенты потока одного роста.

Как вам нравится это рассуждение? Какие выводы следуют из рас-
смотренного примера?

Биномиальная формула

Перестановкой конечного множества называют произвольное биек-
тивное отображение этого множества на себя. Если вы решили зада-
чу 1.25, то уже знаете, что для непустого множества, содержащего n
элементов, число всевозможных его перестановок выражается произ-
ведением всех натуральных чисел от 1 до n. Это произведение обозна-
чают символом n! и называют факториалом числа n. Если считать,
как этого требует беспристрастный формальный подход к делу, что
«пустое» отображение является единственным биективным преобра-
зованием пустого множества, у которого число элементов равно нулю,
то целесообразно определить и факториал числа 0, полагая 0! = 1.

1.39. Решите еще одну простую комбинаторную задачу: если мно-
жество имеет n элементов, то сколько у него подмножеств по k элемен-
тов каждое? Если k > n, ответ ясен — таких подмножеств нет. Если
же 0 ≤ k ≤ n, он, очевидно, выражается числом

Ck
n :=

n · (n− 1) · . . . · (n− k + 1)
1 · 2 · . . . · k =

n!
k! (n− k)!

,

которое с давних пор называется числом сочетаний «из n по k».
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Вскоре мы поймем, почему эти числа называют также биномиаль-
ными коэффициентами. А пока заметим, что последняя формула, вы-
ражающая в виде дроби заведомо целое число, приводит к следующе-
му нетривиальному выводу.

1.40. Произведение любых k последовательных натуральных чисел
нацело делится на k!

1.41. Все семейство биномиальных коэффициентов, как нетрудно
понять, однозначно определяется следующими двумя их свойствами:
при k = 0 и k = n они равны единице, а в случае 1 ≤ k ≤ n связаны
между собой замечательным соотношением

Ck−1
n + Ck

n = Ck
n+1.

Докажите эти утверждения. Опираясь на них, постройте «треуголь-
ник Паскаля», содержащий все биномиальные коэффициенты вплоть
до седьмого уровня.

1.42. Докажите, что положительная целая степень n суммы любых
чисел a и b может быть посчитана по «биномиальной формуле»:

(a + b)n =
n∑

k=0

Ck
n an−k bk.

1.43. Докажите равенства

n∑

k=0

Ck
n = 2n,

n∑

k=0

(−1)n Ck
n = 0.

1.44. Вычислите суммы

n∑

k=0

(k + 1) Ck
n,

n∑

k=0

(k − 1) Ck
n.

1.45. Докажите еще два любопытных равенства

n∑

k=1

k Ck
n = n 2n−1,

n∑

k=1

(−1)k−1k Ck
n = 0.

1.46. Пользуясь очевидной формулой

(1 + x)2n = (1 + x)n(1 + x)n
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и симметричностью треугольника Паскаля, докажите тождество

n∑

k=0

(Ck
n)2 = Cn

2n.

Бесконечно малые и бесконечно большие

1.47. Чему равно неотрицательное число, меньшее любого положи-
тельного?

1.48. Приведите пример бесконечно малой последовательности, ко-
торая бесконечно много раз меняет знак.

1.49. Постройте бесконечно малую положительную последователь-
ность, которая ни с какого момента не становится монотонной.

1.50.Что вы можете сказать о поведении последовательности, пред-
ставленной в виде отношения бесконечно малых? Чтобы на этот счет
у вас была полная ясность, покажите, что абсолютно любая последо-
вательность может быть представлена в указанной форме.

1.51. Постройте бесконечно большую последовательность, не име-
ющую предела.

1.52. Приведите пример неограниченной последовательности, ко-
торая не является бесконечно большой. Может ли такая последова-
тельность иметь какой-нибудь предел?

1.53. Не прибегая к операции отрицания, выразите строгими логи-
ческими фразами, что последовательность вещественных чисел xn

(а) не является бесконечно малой,
(б) не является бесконечно большой.
1.54. Докажите, что последовательность xn является бесконечно

большой тогда и только тогда, когда xn 6= 0 для всех достаточно боль-
ших номеров n и последовательность обратных величин 1/xn беско-
нечно мала.

1.55. Докажите, что бесконечно большая последовательность, эле-
менты которой, начиная с какого-то момента, сохраняют знак, имеет
предел. Чему он равен?

1.56. Докажите, что все указанные ниже последовательности бес-
конечно малы:

(а)
10000n

n2 + 1
, (б)

sin n!
n + 1

, (в)
√

n + 1−√n, (г) 0, 999n.
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1.57.Докажите, что при a > 1 и k > 0 последовательности loga n, nk

и an представляют собой бесконечно большие величины, а отношения

loga n

nk
и

nk

an

бесконечно малы.
1.58. Выясните, какое выражение больше при достаточно большом

значении номера n :

(а) 2000n + 2001 или 0, 01n2, (б) 1.01n или n2000, (в) 2001n или n!

Сходящиеся последовательности

1.59. Докажите, что последовательность xn сходится к числу a
тогда и только тогда, когда разность xn − a бесконечно мала.

1.60. Приведите пример расходящейся последовательности xn, для
которой последовательность |xn|, тем не менее, сходится.

1.61. Посчитайте пределы

(а) lim
n→∞

n2 − 3n + 1
2n2 + 5n + 2

, (б) lim
n→∞

n3 − 3n2 + 1
5n3 − n + 2

.

1.62. Вычислите предел последовательности xn, если

(а) xn =
n2 + 1
2n + 1

− 3n2 + 1
6n + 1

, (б) xn =
(−1)n + 1/n

(−1)n+1 + 1/n2
.

1.63. Пусть известно, что xn 6= 1 при всех n и xn → 1, когда n →∞.
Найдите предел последовательности yn, если

(а) yn =
2xn − 1
xn − 2

, (в) yn =
x2

n + xn − 2
xn − 1

,

(б) yn =
xn − 1
x2

n − 1
, (г) yn =

x2
n − 3xn + 2

x2
n − 1

.

1.64. Пусть |a| < 1 и |b| < 1. Найдите пределы двух дробей:

(а) lim
n→∞

1 + a + a2 + a3 + . . . + an

1 + b + b2 + b3 + . . . + bn
.
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(б) lim
n→∞

1− a + a2 − a3 + . . . + (−1)n an

1− b + b2 − b3 + . . . + (−1)n bn
.

1.65. Опираясь на теорему о зажатой последовательности, выяс-
ните, куда при n →∞ стремится сумма

1√
n2 + 1

+
1√

n2 + 2
+ . . . +

1√
n2 + n

.

1.66. Применяя маленькие хитрости, вычислите еще два предела:

(а) lim
n→∞

(
1
2

+
3
22

+ . . . +
2n− 1

2n

)
,

(б) lim
n→∞

(
1

1 · 2 +
1

2 · 3 + . . . +
1

n · (n + 1)

)
.

1.67. Докажите, что

(а) lim
n→∞

n
√

n = 1, (б) lim
n→∞

1
n
√

n!
= 0.

1.68. Средним арифметическим чисел x1, . . . , xn называют дробь

x1 + . . . + xn

n
.

Докажите, что у сходящейся последовательности ее средние арифме-
тические также сходятся, причем к тому же пределу.

1.69. Средним геометрическим неотрицательных чисел x1, . . . , xn

называют корень
n
√

x1 · . . . · xn.

Докажите, что и средние геометрические сходящейся последователь-
ности стремятся к тому же пределу.

Признак Вейерштрасса и критерий Коши

1.70. Для каждого натурального n определим число xn, полагая

xn =

√
42 +

√
42 + . . .

√
42,
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где корень извлекается n раз. Докажите, что последовательность xn

сходится, и найдите ее предел.
1.71. Рассмотрим две последовательности:

1 +
1
2

+ . . . +
1
n

и 1 +
1
22

+ . . . +
1
n2

.

Докажите, что обе они имеют пределы, только у первой он бесконечен,
а у второй — конечен.

1.72. Пусть xn означает последовательность, которая определяется
условиями x1 = a, x2 = b и рекуррентным соотношением

xn =
xn−1 + xn−2

2
, n ≥ 3.

Докажите, что последовательность xn сходится, и найдите ее предел.
1.73. Решив эту задачу, вы получите в свое распоряжение замеча-

тельный итерационный метод, позволяющий с любой точностью извле-
кать квадратный корень из положительного числа. А именно, возьмем
число a > 0 и построим последовательность xn, выбрав в качестве x1

произвольное положительное число, а при n ≥ 2 полагая

xn =
1
2

(
xn−1 +

a

xn−1

)
.

Привлекая диаграммы Ламерея, легко заметить, что при любом вы-
боре начального элемента наша последовательность, начиная с n = 2,
монотонно убывает, разумеется, оставаясь положительной. Теперь, ко-
гда картинка подсказала нам, как обстоят дела, мы должны строго
обосновать высказанное утверждение, убедившись тем самым, что по-
следовательность xn сходится. Наконец, уже зная о существовании ко-
нечного предела, мы без труда вычисляем его, пользуясь все тем же
рекуррентным соотношением. Какой у вас получился ответ?

1.74. Рассмотрим отображение f отрезка [0, 1] в себя. Назовем его
равномерно сжимающим, если существует такое положительное число
q, строго меньшее единицы, что

|f (x′)− f (x′′)| ≤ q |x′ − x′′|
для всех точек x′ и x′′ отрезка [0, 1]. Возьмем теперь произвольную
точку x нашего отрезка и построим последовательность xn = fn (x),
где fn означает n-ю итерацию отображения f.

(а) Докажите, что при любом выборе точки x существует предел
x∗ последовательности xn, что он не зависит от начальной точки x
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и представляет собой единственную неподвижную точку изучаемого
отображения: f (x∗) = x∗.

(б) Ясно, что здесь единичный отрезок можно заменить любым
другим. Можно ли вместо отрезка взять интервал или полуоткрытый
промежуток? А всю числовую прямую?

(в) Приведите несколько конкретных примеров равномерно сжи-
мающих отображений.

(г) Установленный вами «принцип сжимающих отображений» со-
храняет силу и в многомерной ситуации, например, для преобразова-
ний плоскости в себя. Опираясь на это замечание, докажите, что если
карту какой-нибудь местности расстелить где угодно в пределах самой
этой местности, то ровно одна «реальная» точка совместится со своим
изображением на карте.

1.75. Говорят, что последовательность xn имеет ограниченное из-
менение, если существует такая постоянная V ≥ 0, что

|x2 − x1|+ |x3 − x2|+ . . . + |xn − xn−1| ≤ V

для всех n ≥ 2.
(а) Убедитесь в том, что любая последовательность с ограничен-

ным изменением сходится.
(б) Постройте пример сходящей последовательности, не имеющей

ограниченного изменения.
(в) Докажите, что вещественная последовательность имеет ограни-

ченное изменение тогда и только тогда, когда она может быть пред-
ставлена в виде разности двух неубывающих ограниченных последо-
вательностей.

1.76. Определим последовательность en, полагая

en =
(

1 +
1
n

)n

.

Разлагая степень по биномиальной формуле, убедитесь, что числа en

строго возрастают с ростом номера n и все до единого заключены в
промежутке 2 ≤ en < 3. Таким образом, последовательность en схо-
дится. По предложению Эйлера ее предел обозначают буквой e. На-
верняка вы уже слышали, что это замечательное число играет выдаю-
щуюся роль в математике и необозримых ее приложениях. Вот начало
его бесконечного десятичного имени:

e = 2, 718281828459045...
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1.77. Интересно отметить, что последовательность
(

1 +
1
n

)n+1

,

раумеется, также сходящаяся к числу e, в отличие от предыдущей,
строго убывает. Это довольно тонкое утверждение, хотя при помощи
неравенства Бернулли вам несложно будет его доказать.

1.78. Опираясь на две предыдущие задачи, установите важную
двустороннюю оценку натурального логарифма:

1
n + 1

< ln
(

1 +
1
n

)
<

1
n

.

1.79. Теперь вы легко докажете, что последовательность

1 +
1
2

+ . . . +
1
n
− ln n

строго убывает, оставаясь при этом положительной. Таким образом,
она имеет конечный предел, и если мы обозначим его буквой C, то
придем к очень полезной асимптотической формуле для частичной
суммы гармонического ряда:

1 +
1
2

+ . . . +
1
n

= C + ln n + εn,

где εn означает некоторую бесконечно малую последовательность. Вы-
числения показывают, что

C = 0, 577216...

Хотелось бы хоть что-то знать об арифметической природе этого за-
гадочного числа C, которое называют постоянной Эйлера. Например,
рационально оно или нет. До сих пор никто не знает ответа даже на
этот вопрос.

1.80. Найдите пределы:

(а) lim
n→∞

(
1

n + 1
+

1
n + 2

+ . . . +
1
2n

)
,

(б) lim
n→∞

(
1

2n + 1
+

1
2n + 2

+ . . . +
1
3n

)
.
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Если прежде вы попробуете сделать это «голыми руками», то сможете
по достоинству оценить силу и прелесть имеющейся в вашем распоря-
жении асимптотической формулы.

Легко установить взаимно однозначное соответствие между нату-
ральным рядом и всеми рациональными числами. Это значит, что
множество рациональных чисел имеет такую же «мощность», как и
множество натуральных чисел. Такие множества называют счетными,
потому что их элементы можно «пересчитать». Каждый раз задача
сводится лишь к тому, чтобы расположить эти элементы в определен-
ном порядке, а затем, приговаривая «раз», «два», «три»,..., установить
биекцию между ними и всеми номерами.

1.81. Пользуясь принципом вложенных отрезков, найдите простое
и красивое доказательство следующего утверждения: никаким спосо-
бом нельзя отобразить натуральный ряд на всю числовую прямую.

С учетом предыдущего замечания, это означает, что множество ве-
щественных чисел не просто шире множества рациональных чисел, но
имеет качественно иную мощность. О числовой прямой, равно как и о
любом интервале, говорят, что они имеют мощность континуум.

Частичные пределы и точные границы

1.82. Докажите, что монотоная последовательность сходится, если
сходится некоторая ее подпоследовательность.

1.83. Докажите, что последовательность, удовлетворяющая усло-
вию Коши, сходится к данному числу, если к нему сходится некоторая
ее подпоследовательность.

1.84. Докажите, что последовательность, стремящаяся к +∞ или к
−∞, обязательно достигает своей нижней или, соответственно, верхней
грани.

1.85. Докажите, что сходящаяся последовательность веществен-
ных чисел всегда имеет или наименьший элемент, или наибольший.

1.86. Что вы можете сказать о числовой последовательности, если
она имеет ровно один частичный предел?

1.87. Постройте пример последовательности, обладающей только
одним конечным частичным пределом, но не имеющей предела.

1.88. Для указанных ниже двух последовательностей xn найдите
все их частичные пределы, среди них определите наименьший и наи-
больший, а также вычислите точные границы для элементов последо-
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вательностей — нижнюю и верхнюю:

(а) xn =
n− 1
n + 1

cos
2πn

3
, (б) xn = 1 + n sin

πn

2
.

1.89. Те же самые задания выполните для последовательностей

xn = n (2 + (−1)n) и xn = n
√

1 + 2(−1)n n.

1.90. Постройте пример последовательности xn, для которой ча-
стичными пределами служили бы:

(а) только два заданных числа, но которые при этом не являлись
бы элементами самой последовательности;

(б) все целые числа и только они.
1.91. Существует ли последовательность, для которой частичными

пределами были бы все рациональные числа и только они?
1.92. Если каждое рациональное число является частичным преде-

лом вещественной последовательности, то чему равно множество всех
ее частичных пределов?

Принцип ящиков Дирихле: если в k ящиках сидит k + 1 заяц, то
хотя бы в одном ящике окажется по крайней мере два зайца. Трудно с
этим не согласиться. Следующее утверждение, возможно, для кого-то
будет новым: число

π = 3, 1415926535897932...,

выражающее отношение длины окружности к ее диаметру, ирраци-
онально. Наконец, вспомним, что центральный угол имеет величину
один радиан, если он опирается на такую дугу окружности, у которой
длина равна радиусу. Учитывая всю эту информацию, решите следу-
ющую поучительную задачу.

1.93. Точка движется внутри круга равномерно и прямолинейно,
отскакивая от граничной окружности по закону отражения. Централь-
ный угол, под которым видны две первые точки встречи с границей,
равен 1 рад. Докажите, что на любой, сколь угодно малой, дуге окруж-
ности будет бесконечно много точек встречи. Закрасьте ту часть круга,
которую «всюду плотно» заметает траектория бесконечно движущей-
ся точки. Какая область круга останется абсолютно чистой?
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Предел функции

1.94. Для различных значений параметров k и a укажите «есте-
ственные» области определения и постройте графики:

(а) степенных функций xk,
(б) показательных функций ax,
(в) логарифмических функций loga x.
Как ведут себя эти функции в граничных точках области опреде-

ления? Выразите все эти функции через экспоненту ex и натуральный
логарифм ln x.

1.95. Вспомните определения и обозначения основных тригономет-
рических функций и обратных к ним. Выясните и для них характер их
поведения в граничных точках области определения. Постройте кра-
сивые графики всех этих функций.

1.96. Постройте правильные графики следующих функций:

(а) y = ±√−x− 2, (б) y = ±1
2

√
100− x2, (в) y = ±

√
x2 − 1.

Как назвают построенные вами линии? В каких областях науки они
встечаются? Опишите характерные их черты.

1.97. Постройте еще три простых графика:

(а) y =
1

1− x2
, (б) y =

x

1− x2
, (в) y =

(x + 1) (x− 2)
(x− 1) (x + 2)

.

Посчитайте односторонние пределы этих функций в каждой точке рас-
ширенной числовой прямой. В каких из этих точек функции имеют
двусторонние пределы?

1.98. Постройте графики каких-нибудь функций f (x), иллюстри-
рующие следующие ситуации:

(а) f (x) → 1 при x → 3,
(б) f (x) → 1 при x → 3− 0,
(в) f (x) → 1 при x → 3 + 0,
(г) f (x) → 1 при x → −∞,
(д) f (x) → 1 при x → +∞.

Выполните аналогичное задание для того случая, когда функция стре-
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мится к отрицательной бесконечности:

(е) f (x) → −∞ при x → 3,
(ж) f (x) → −∞ при x → 3− 0,
(з) f (x) → −∞ при x → 3 + 0,
(и) f (x) → −∞ при x → −∞,
(к) f (x) → −∞ при x → +∞.

Наконец, то же самое сделайте при условии, что функция стремится
к положительной бесконечности:

(л) f (x) → +∞ при x → 3,
(м) f (x) → +∞ при x → 3− 0,
(н) f (x) → +∞ при x → 3 + 0,
(о) f (x) → +∞ при x → −∞,
(п) f (x) → +∞ при x → +∞.

Для каждого из пятнадцати вариантов дайте строгое определение.
Приведите примеры формул, определяющих функции с рассмотрен-
ными выше особенностями их поведения. Сформулируйте — в утверди-
тельном смысле — отрицания высказываний (а) — (п). Не прекращай-
те эту увлекательную работу над собой, пока не добьетесь ощущения
легкости и стапроцентной уверенности.

1.99. По-видимому ни один студент, изучавший математический
анализ, не миновал следующих трех пределов из Демидовича:

(а) lim
x→0

x2 − 1
2x2 − x− 1

, (б) lim
x→1

x2 − 1
2x2 − x− 1

, (в) lim
x→∞

x2 − 1
2x2 − x− 1

.

Не нарушайте эту славную традицию. Здесь уместно подчеркнуть,
что всякий раз, когда явно не указан знак бесконечности, к которой
стремится аргумент x, следует рассмотреть два случая: x → +∞ и
x → −∞. Если пределы совпали, их общее значение считается преде-
лом функции при x →∞.

1.100. Пусть m и n означают произвольные натуральные числа.
Посчитайте пределы рациональных функций:

(а) lim
x→0

(1 + mx)n − (1 + nx)m

x2
,

(б) lim
x→1

xm − 1
xn − 1

,
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(в) lim
x→1

(
m

1− xm
− n

1− xn

)
.

1.101. Вычислите пределы иррациональных функций:

(а) lim
x→4

√
1 + 2x− 3√

x− 2
, (б) lim

x→−8

√
1− x− 3
2 + 3

√
x

,

(в) lim
x→7

√
x + 2− 3

√
x + 20

4
√

x + 9− 2
.

Здесь вам придется проявить определенную изобретательность, но
вскоре мы увидим, что подобные задачки алгоритмически разреши-
мы. На самом деле вычисление пределов любых элементарных функ-
ций может быть поручено компьютеру. Но только тот будет способен
создать необходимую для этого программу, кто сам освоил соответ-
ствующие понятия и методы математического анализа.

Непрерывность функции

1.102. Постройте какой-нибудь график, не отрывая карандаша от
бумаги или мела от доски. На оси абсцисс отметьте точку a из области
определения функции. Теперь, выбирая различные ε > 0, укажите
«геометрически» соответствующие им числа δ > 0 такие, что

|f (x)− f (a)| < ε при |x− a| < δ.

1.103. Пусть f (x) = 1/x и ε = 0, 001. Для значений

x0 = 0, 1; 0, 01; 0, 001; 0, 0001; ...

найдите максимально большие положительные числа δ = δ (ε, x0) с тем
рассчетом, чтобы из неравенства |x−x0| < δ вытекало бы неравенство
|f (x) − f (x0)| < ε. Выясните, можно ли для заданного ε = 0, 001
выбрать такое δ > 0, которое годилось бы сразу для всех точек x0

интервала (0, 1).
1.104. Пусть функция f (x) определена при x = x0. Сформулируй-

те в «положительном смысле» утверждение, что функция f не явля-
ется непрерывной в точке x0.

1.105.Пусть для каждого достаточно малого числа δ > 0 существу-
ет такое ε = ε (δ, x0) > 0, что если |x − x0| < δ, то |f (x) − f (x0)| < ε.
Означает ли это, что функция f (x) непрерывна при x = x0? Какое
свойство функции f описывается приведенным выше условием?
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1.106. Как вы уже знаете, любая элементарная функция непре-
рывна в каждой точке, где она определена. Тем не менее, докажите
непосредственно, рассуждая на языке «ε — δ», непрерывность следу-
ющих функций:

ax + b, x2, x3,
√

x, 3
√

x, sin x, cosx.

1.107. Постройте пример функции, которая определена и терпит
разрыв буквально в каждой точке числовой прямой. Может ли слу-
читься так, что функция всюду разрывна, а ее квадрат всюду непре-
рывен? А куб?

1.108. Для указанных ниже трех рациональных функций опреде-
лите точки разрыва и исследуйте их характер:

(а) y =
x

(1 + x)2
, (б) y =

1 + x

1 + x3
, (в) y =

x2 − 1
x3 − 3x + 2

.

1.109. Аналогичное исследование проведите для следующих трех
«функций-страшилок»:

(а) y =
1

sin (1/x)
, (б) y =

1
1− e x/(1−x)

,

(в) y =
(

1
x
− 1

x + 1

)
:
(

1
x− 1

− 1
x

)
.

1.110. Выясните, непрерывна ли на отрезке [0, 2] функция f, если
f (x) = 2x при 0 ≤ x ≤ 1, и f (x) = 2− x при 1 < x ≤ 2.

1.111.Определим на числовой прямой еще одну «составную» функ-
цию f, полагая f (x) = ex, если x < 0, и f (x) = a + x, если x ≥ 0. При
каком значении параметра a функция f будет непрерывной?

1.112. Один из важных способов построения новых функций —
представление их в виде «поточечного» предела последовательности
уже изученных функций. Рассмотрим несколько «учебных» примеров:

(а) y = lim
n→∞

nx − n−x

nx + n−x
, (б) y = lim

n→∞
x + x2enx

1 + enx
,

(в) y = lim
n→∞

n
√

1 + x2n, (г) y = lim
n→∞

cos2n x.

Исследуйте эти функции на непрерывность и постройте их графики.
1.113. Пусть функция ϕ (y) определена для всех значений y, доста-

точно близких к y0, и непрерывна при y = y0. Докажите, что в таком
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случае для любой функции f, имеющей предел y0 в какой-нибудь точке
x0, где сгущается область ее определения, сложная функция ϕ (f (x))
стремится к ϕ (y0), когда x → x0. Таким образом, непрерывность функ-
ции может служить средством вычисления пределов.

Замечательные пределы

Первым и вторым замечательными пределами издавна называют
следующие два соотношения:

lim
x→0

sin x

x
= 1 и lim

x→0
(1 + x)

1
x = e.

Другие три формулы, которые наряду с предыдущими лежат в основе
вычисления самых разнообразных пределов, не менее замечательны:

lim
x→0

ex − 1
x

= 1, lim
x→0

ln (1 + x)
x

= 1, lim
x→0

(1 + x)µ − 1
x

= µ.

1.114. Докажите три последние соотношения, пользуясь вторым
замечательным пределом и учитывая непрерывность элементарных
функций.

1.115. Найдите пределы:

(а) lim
x→0

sin 5x

x
, (б) lim

x→0

1− cosx

x2
, (в) lim

x→0

tg x

x
.

1.116. В следующих двух примерах полезно заменить переменную
и вспомнить школьные «формулы приведения»:

(а) lim
x→π/4

tg 2x tg
(π

4
− x

)
, (б) lim

x→1
(1− x) tg

πx

2
.

1.117. Вычислите пределы «иррационально-тригонометрических»
выражений:

(а) lim
x→0

√
1 + tg x−√1 + sin x

x3
, (б) lim

x→0

1−√cos x

1− cos
√

x
.

1.118. Для одной и той же функции найдите ее пределы в разных
местах:

lim
x→0

(
1 + x

2 + x

) 1−√x
1−x

; lim
x→1

(
1 + x

2 + x

) 1−√x
1−x

; lim
x→+∞

(
1 + x

2 + x

) 1−√x
1−x

.
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1.119. Вот вам еще несколько симпатичных примеров:

(а) lim
x→π/4

(tg x)tg 2x, (б) lim
x→π/2

(sinx)tg x,

(в) lim
x→0

x
√

1− 2x, (г) lim
x→0

x

√
cos

√
x.

1.120. Посчитайте пределы выражений, содержащих логарифми-
ческие функции:

(а) lim
x→+∞

x [ln (x + 1)− ln x], (б) lim
x→+∞

[sin ln (x + 1)− sin lnx].

1.121. Пусть a > 0. Выясните, чему равны пределы

(а) lim
x→0

ax − 1
x

, (б) lim
x→1

xa − 1
x− 1

,

(в) lim
x→a

ax − xa

x− a
, (г) lim

x→a

xx − aa

x− a
.

1.122. Предполагая для простоты, что α > 0 и β > 0, найдите
предел

lim
x→π/2

1− sinα+β x√
(1− sinα x) (1− sinβ x)

.

1.123. Примените ваши свежие познания к вычислению пределов
следующих трех последовательностей:

(а) lim
n→∞

n ( n
√

a− 1), где a > 0,

(б) lim
n→∞

[
n
√

a1 + . . . + n
√

a100

100

]n

, где a1, . . . , a100 > 0,

(в) lim
n→∞

n ( n
√

n− 1)
ln n

.

Примеры, предложенные вам в этом разделе, могли быть с легко-
стью и с тем же успехом заменены другими. Подобным примерам нет
конца. Если вы хотите укрепить свои навыки и решить на эту тему
еще несколько десятков или сотен задач, обращайтесь к Демидовичу.
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Асимптотические формулы

Простые функции встречаются не только в учебниках и задачни-
ках. Очень часто сложные функции, описывающие реальные явления
или формы, в главных своих чертах напоминают, например, хорошо
знакомые нам степенные функции, иногда они имеют экспоненциаль-
ный рост или убывание, в иных случаях их поведение имеет логариф-
мический характер. Одним словом, непростые на вид функции могут
иметь простую асимптотику. Для ее описания разработаны специаль-
ная терминология и удобные обозначения. Наша задача — познако-
миться с ними.

В дальнейшем, говоря о поведении функции при x → x0, мы имеем
в виду, что область определения функции содержит некоторый интер-
вал, примыкающий к точке x0 слева или справа, а иногда и два таких
интервала, в совокупности составляющих «проколотую окрестность»
изучаемой точки. Сама же точка x0 при этом может и не входить в
область определения изучаемой функции.

В этом контексте асимптотическая формула f (x) = o (1) будет
означать, что функция f (x) стремится к нулю, когда x → x0. Таким
образом, символ o (1) служит общим обозначением для всех функций,
бесконечно малых в точке x0.

Формула f (x) = O (1) означает, что функция f (x) асимптотически
ограничена при x → x0, или, иными словами, существует такая кон-
станта C ≥ 0, что во всех точках x из области определения функции
f, достаточно близких к точке x0, значения функции удовлетворяют
неравенству |f (x)| ≤ C. Итак, символом O (1) мы обозначаем любую
функцию, относительно которой нам важно подчеркнуть лишь одно
— что она асимптотически ограничена в точке x0.

1.124. Докажите следующие утверждения, выражающие в своеоб-
разной форме хорошо известные вам теоремы о пределе функции и
очевидные свойства ограниченных переменных:

(а) всякое o (1) есть O (1);
(б) o (1)± o (1) = o (1);
(в) O (1)±O (1) = O (1);
(г) o (1)±O (1) = O (1);
(д) o (1)O (1) = o (1);
(е) O (1) O (1) = O (1).

Следует иметь в виду, что в пяти последних формулах разным
вхождениям символов o и O отвечают, вообще говоря, разные функ-
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ции. Это замечание относится и к другим асимптотическим соотноше-
ниям.

Мы скажем, что функция f (x) бесконечно мала по сравнению с
функцией g (x) при x → x0, если f (x) = o (1) g (x). Указанное соотно-
шение между функциями f и g выражают формулой f (x) = o (g (x)).
В том — типичном — случае, когда g (x) 6= 0 при x 6= x0, это эквива-
лентно условию

lim
x→x0

f (x)
g (x)

= 0.

Аналогично, функцию f (x) мы условимся называть асимптотиче-
ски ограниченной по сравнению с функцией g (x) при x → x0, если
f (x) = O (1) g (x). Это соотношение между функциями f и g выража-
ют формулой f (x) = O (g (x)). Если g (x) 6= 0 при x 6= x0, оно означает,
что отношение f (x)/g (x) асимптотически ограничено при x → x0.

1.125. Докажите, что всегда f (x) = O (f (x)). Выясните, в каких
случаях f (x) = o (f (x)).

1.126. Докажите следующие три асимптотические формулы, кото-
рые столь же полезны, сколь и просты:

o (O (g)) = o (g); O (o (g)) = o (g); O (O (g)) = O (g).

1.127. Опираясь на задачу 1.24, дополните предыдущие утвержде-
ния следующими правилами обращения с новыми символами:

(а) если f (x) = o (g (x)), то тем более f (x) = O (g (x));
(б) o (g (x))± o (g (x)) = o (g (x));
(в) O (g (x))±O (g (x)) = O (g (x));
(г) o (g (x))±O (g (x)) = O (g (x));
(д) o (g1 (x)) O (g2 (x)) = o (g1 (x)g2 (x));
(е) O (g1 (x)) O (g2 (x)) = O (g1 (x)g2 (x)).

Функцию f (x) считают эквивалентной функции g (x) при x → x0,
если она допускает представление вида f (x) = α (x) g (x), где α (x) → 1
при x → x0. В этом случае пишут f (x) ∼ g (x), добавляя при необхо-
димости упоминание о том, что речь идет о сравнении функций при
x → x0. Если g (x) 6= 0 при x 6= x0, эквивалентность функций f (x) и
g (x) при x → x0, очевидно, равносильна соотношению

lim
x→x0

f (x)
g (x)

= 1.
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1.128. Докажите, что соотношение f (x) ∼ g (x) при x → x0 спра-
ведливо тогда и только тогда, когда функция f (x) может быть запи-
сана в форме

f (x) = g (x) + o (g (x)) при x → x0.

1.129. Докажите, что отношение эквивалентности функций обла-
дает следующими свойствами:

(а) рефлексивность: f ∼ f ;
(б) симметричность: если f ∼ g, то и g ∼ f ;
(в) транзитивность: если f ∼ g и g ∼ h, то f ∼ h.
1.130. Докажите, что при вычислении предела функции любой ее

множитель можно заменить эквивалентным выражением. Убедитесь
на конкретных примерах, что по отношению к слагаемым такая заме-
на, вообще говоря, недопустима.

1.131. Пусть x → +0. Докажите асимптотические формулы:

(а) 2x− x2 = O (x);

(б)
√

x +
√

x +
√

x ∼ 8
√

x;
(в) x sin

√
x = O (x3/2);

(г) e−x = O (1);
(д) ln x = o (x−ε) при любом ε > 0.

1.132. Пусть x → +∞. Докажите следующие асимптотические
формулы и сравните их с предыдущими:

(а) 2x− x2 = O (x2);

(б)
√

x +
√

x +
√

x ∼ √
x;

(в) x sin
√

x = O (x);
(г) e−x = o (x−p) при любом p > 0;
(д) ln x = o (xε) при любом ε > 0.

1.133. Полагая, что x → 0, перепешите знакомые вам предельные
соотношения в виде следующих простейших асимптотических формул:

(а) ex = 1 + x + o (x),
(б) sin x = x + o (x),
(в) cos x = 1− x2/2 + o (x2),
(г) ln (1 + x) = x + o (x),
(д) (1 + x)µ = 1 + µx + o (x).
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1.134.Пусть m и n означают произвольные отличные от нуля веще-
ственные числа. Пользуясь последней формулой предыдущей задачи,
посчитайте пределы:

(а) lim
x→0

m
√

1 + αx− n
√

1 + βx

x
, (б) lim

x→0

m
√

1 + αx n
√

1 + βx− 1
x

.

1.135. Решите заново примеры 1.101 и 1.117, пользуясь асимпто-
тическими разложениями. Оцените преимущества новой техники по
сравнению с прежними «кустарными» приемами.

1.136. Вот еще два примера, решение которых заметно упрощает-
ся, если воспользоваться асимптотическими формулами:

(а) lim
x→0

1− cos x
√

cos 2x 3
√

cos 3x

x2
, (б) lim

x→0

ln (nx +
√

1− n2x2)
ln (x +

√
1− x2)

.

1.137. Найдите предел следующего устрашающего выражения

ex cos x−√1 + tg x + sin x
3
√

1 + 2x− esin x + ln cos
√

x

при условии, что переменная x стремится к нулю, оставаясь положи-
тельной. Судя по всему, цель подобных примеров — воспитание интел-
лектуальной смелости студентов.

1.138. Посчитайте следующие три пары пределов, где аргумент
стремится к той или иной бесконечности:

(а) lim
x→±∞

x
(√

x2 + 2x− 2
√

x2 + x + x
)

,

(б) lim
x→±∞

(
3
√

x3 + x2 + 1− 3
√

x3 − x2 + 1
)

,

(в) lim
x→±∞

(
3
√

x3 + 3x2 −
√

x2 − 2x
)

.

Здесь необходимо проявить известную бдительность: корень квадрат-
ный из квадрата вещественного числа равен этому числу лишь в том
случае, если оно положительно или равно нулю. Для отрицательных
чисел это совсем не так...
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Асимптоты и асимптотика

Первый вопрос, который возникает при изучении поведения функ-
ции f (x), когда ее аргумент x стремится к одной из граничных точек
x0 области ее определения, — это вопрос о том, есть ли предел у на-
шей функции в данной точке, а если есть, то чему он равен? Если
речь идет о конечной точке x0 и функция f (x) имеет в ней бесконеч-
ный предел хотя бы с одной стороны, прямую линию x = x0 называют
вертикальной асимптотой функции f (x). Если же, напротив, точка x0

бесконечно удалена, а функция f (x) имеет в ней конечный предел y0,
то прямую линию y = y0 называют горизонтальной асимптотой функ-
ции f (x). В том случае, когда при x → +∞ или при x → −∞ значения
функции f (x) также стремятся к бесконечности того или иного знака,
имеет смысл выяснить, нет ли такой линейной функции y = ax + b,
где a 6= 0, которая «хорошо» бы описывала поведение нашей функции
f (x). Точнее, назовем эту линейную функцию наклонной асимптотой
функции f (x), если разность между f (x) и ax + b стремится к нулю,
когда аргумент x стремится к соответствующей бесконечности.

1.139. Докажите, что линейная функция ax + b с отличным от ну-
ля старшим коэффициентом является наклонной асимптотой функции
f (x) при x → ±∞ тогда и только тогда, когда

lim
x→±∞

f (x)
x

= a и lim
x→±∞

(f (x)− ax) = b.

1.140. Найдите все асимптоты следующих функций:

(а) y =
x5 + 3x4

2x4 + x3 + 2x + 1
; (б) y =

x3

x2 + x− 2
;

(в) y = x +
√

4x2 + x + 1; (г) y =
√

x2 + x;

(д) y = x arctg x; (е) y = ln (1 + ex).

1.141. Постройте функцию f (x), поведение которой при x, стремя-
щемся к той или иной бесконечности, характеризуется соотношениями:

f (x) → ±∞ и
f (x)

x
→ 0.

Может ли такая функция иметь «линейную» асимптоту?
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Обычно функции демонстрируют нелинейный характер поведения
вблизи той или иной граничной точки области определения. Для опи-
сания асимптотики таких функций у нас уже имеется соответствую-
щая система понятий и символика. Если при x → x0 функция f (x) эк-
вивалентна функции g (x), говорят, что g (x) представляет собой глав-
ную часть асимптотики функции f (x) при x → x0. Ясно, что роль
такой «главной части» могут выполнять различные функции, и зада-
ча каждый раз заключается в том, чтобы найти наиболее простую из
них.

Например, если существуют такие постоянные C 6= 0 и p > 0, что

f (x) = C xp + o (xp) при x → +0,

функцию f (x) называют бесконечно малой порядка p по сравнению с
бесконечно малой x. Если же

f (x) = C xp + o (xp) при x → +∞,

функцию f (x) считают бесконечно большой порядка p относительно
бесконечно большой переменной x. Аналогично определяется порядок
функции при x → −0 или x → −∞, а именно — в предыдущих фор-
мулах справа от знака равенства нужно лишь заменить x на −x.

1.142. Пусть x → 0. Определите порядок малости p относительно
переменной x и найдите главную часть асимптотики вида C xp следу-
ющих функций:

(а) 2x− 3x2 + x5, (б)
√

1 + 2x− 3
√

1 + 3x,

(в)
√

1 + x−√1− x, (г) tg x− sin x.

1.143. Пусть x → 1. Определите порядок малости p относительно
бесконечно малой переменной x−1 и найдите главную часть асимпто-
тики вида C (x− 1)p следующих функций:

(а) x3 − 3x + 2, (б) lnx, (в) xx − 1, (г) 3
√

1−√x, (д) ex − e.

1.144. Пусть x → +∞. Определите порядок роста p относительно
бесконечно большой x и найдите главную часть асимптотики вида C xp

следующих функций:

(а) x2 + 100x + 10000, (в) 3
√

x2 − x +
√

x,
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(б)
2x5

x3 − 3x + 1
, (г)

√
1 +

√
1 +

√
x.

1.145. Пусть x → +∞. Определите порядок малости p относитель-
но бесконечно малой 1/x и найдите главную часть асимптотики вида
C x−p следующих функций:

(а)
x + 1
x4 + 1

, (в)
√

x + 2− 2
√

x + 1 +
√

x,

(б)
√

x + 1−√x, (г)
1
x

sin
1
x

.

1.146. Пусть x → 1. Определите порядок роста p относительно
бесконечно большой 1/(x − 1) и найдите главную часть асимптотики
вида C (x− 1)−p или C (1− x)−p следующих функций:

(а)
x2

x2 − 1
, (б)

x
3
√

1− x3
, (в)

ln x

(1− x)2
, (г)

√
1 + x

1− x
, (д)

1
sin πx

.

1.147. Вычислите главные члены асимптотики вида C(x− a)λ или
C(a− x)λ следующих функций:

(а) tg x при x → π/2; (б) arcctg x при x → +∞;

(в) ln cosx при x → 0; (г) arccos x при x → 1− 0;

1.148.Докажите, что какова бы ни была последовательность функ-
ций fn (x), бесконечно больших при x → x0, можно построить функ-
цию f (x), которая растет быстрее каждой из них, так что fn (x) =
o (f (x)) при x → x0 для каждого номера n.

Учимся рассуждать
и доказывать

Для решения предлагаемых здесь задач, наряду с творческим под-
ходом к делу, вам потребуется знание основных теорем о непрерывных
функциях. Вспомним эти теоремы.

Теорема Больцано — Коши о промежуточных значениях: если функ-
ция определена и непрерывна в каждой точке промежутка, ее область
значений также представляет собой промежуток.
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Теорема об обратной функции: если функция, заданная на некото-
ром промежутке, непрерывна и строго монотонна, то обратная к ней
функция также непрерывна и имеет тот же характер монотонности.

Теорема Вейерштрасса об экстремальных значениях: функция, непре-
рывная в каждой точке отрезка, ограничена на нем, причем среди всех
ее значений есть как наименьшее, так и наибольшее.

Теорема Кантора о равномерной непрерывности: функция, непре-
рывная в каждой точке отрезка, равномерно непрерывна на нем.

1.149. По заданным графикам двух функций f и g, имеющим об-
щую область определения, постройте графики функций

u (x) = min [f (x), g (x)] и v (x) = max [f (x), g (x)].

Докажите, что если функции f и g непрерывны, то функции u и v
также непрерывны. Верно ли обратное?

1.150. Докажите, что любое непрерывное отображение отрезка в
себя имеет хотя бы одну неподвижную точку. Останется ли справед-
ливым это утверждение, если отрезок заменить интервалом?

1.151. Может ли немонотонная функция быть взаимно однознач-
ной? А если функция непрерывна? А если, к тому же, она определена
на промежутке?

1.152. Отображение f множества X в себя называют инволюци-
ей, если повторное его применение приводит к исходному элементу, а
именно: f (f (x)) = x для всех x ∈ X. Докажите, что это условие рав-
носильно следующему: отображение f взаимно однозначно и f−1 = f.
Опишите все линейные инволютивные преобразования числовой пря-
мой. Какова характерная черта графиков любых инволюций? Докажи-
те, что непрерывная инволюция интервала (0, 1) однозначно продол-
жается до непрерывной инволюции отрезка [0, 1]. Может ли убываю-
щая инволюция промежутка иметь разрывы? Сколько неподвижных
точек у такой инволюции? Опишите все возрастающие инволюции за-
данного числового множества.

1.153. Докажите, что при любом значении ε из промежутка 0 ≤
ε < 1 существует единственная функция y = y (x), определенная на
всей прямой −∞ < x < +∞ и удовлетворяющая уравнению Кеплера

y − ε sin y = x.

Докажите, что эта функция непрерывна. Будет ли она равномерно
непрерывной?
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1.154. Докажите, что заданная на всей числовой прямой непре-
рывная периодическая функция равномерно непрерывна.

1.155. Пусть функция непрерывна на промежутке a ≤ x < +∞ и
имеет конечный предел при x → +∞. Докажите, что функция огра-
ничена и равномерно непрерывна на данном промежутке.

1.156. Постройте функцию, непрерывную и ограниченную на ин-
тервале (0, 1), которая не является равномерно непрерывной на нем.

1.157. Угадайте с первого раза, может ли неограниченная функ-
ция быть равномерно непрерывной. Обоснуйте ответ. Каким будет ваш
ответ, если дополнительно потребовать, чтобы областью определения
функции служил ограниченный интервал?

1.158. Докажите, что функция, заданная на ограниченном интер-
вале, равномерно непрерывна на нем тогда и только тогда, когда она
непрерывна в каждой его точке, а на концах его имеет конечные од-
носторонние пределы.

1.159. Докажите, что сумма и разность двух равномерно непре-
рывных функций также равномерно непрерывны на общей для них
области определения. Можно ли то же самое утверждать о произве-
дении функций? А если совместной областью их определения служит
ограниченный промежуток?

1.160. Говорят, что функция f, определенная на том или ином про-
межутке ∆, удовлетворяет на нем условию Гельдера с показателем
α > 0, если существует такая постоянная C ≥ 0, что

|f (x′)− f (x′′)| ≤ C |x′ − x′′|α

для любых точек x′ и x′′ промежутка ∆. При α = 1 условие Гельде-
ра называют условием Липшица. Докажите, что все такие функции
равномерно непрерывны. Что вы можете сказать о функции, если ее
показатель Гельдера строго больше единицы?
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