
Åâêëèäîâû è óíèòàðíûå ïðîñòðàíñòâà.È.À. Äîëãóíöåâà15 àïðåëÿ 2010Îðòîãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå âåêòîðà íà ïîäïðîñòðàíñòâî.ÏóñòüW = 〈e1, e2, . . . , ek〉 � ïîäïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà V è x ∈ V � ïðîèçâîëü-íûé âåêòîð. Íàéäåì îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ x‖ è îðòîãîíàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ x⊥ âåêòîðà xíà ïîäïðîñòðàíñòâî W.Ïðåäñòàâèì âåêòîð x â âèäå ñóììû âåêòîðîâ x‖+x⊥, ãäå x‖ ∈ W è x⊥⊥W. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,
x

x||

x  

Ðèñ. 1÷òî x⊥⊥y äëÿ âñåõ âåêòîðîâ y ∈ W. Ïîýòîìó x⊥⊥ei äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , k.Òàê êàê x⊥ = x − x‖, òî äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , k

(ei,x − x‖) = 0 ⇒ (ei,x‖) = (ei,x).Ïîñêîëüêó x‖ ∈ W, òî x‖ = x1e1 +x2e2 + . . .+xkek. Ïîýòîìó ñèñòåìà ðàâåíñòâ (ei,x‖) = (ei,x)(i = 1, 2, . . . , k) ïðèíèìàåò âèä:
x1(ei, e1) + x2(ei, e2) + . . . + xk(ei, ek) = (ei,x), i = 1, 2, . . . , k. (1)Ñèñòåìà (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíîíåèçâåñòíûõ x1, x2, . . . , xk. Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, íàõîäèì x‖, à çàòåì x⊥.Ïðèìåð.Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ x‖ è îðòîãîíàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ x⊥ âåêòîðà x =

[2,−1, 3,−2]T íà ïîäïðîñòðàíñòâî W, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû e1 = [3,−2, 1, 1]T, e2 = [1, 0,−1, 1]T,
e3 = [2,−2, 2, 0]T.Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî âåêòîð e3 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ e1, e2:

e3 = e1 − e2,à âåêòîðû e1 è e2 � ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Âîçüìåì èõ â êà÷åñòâå áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà
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Ïóñòü x = x‖ + x⊥, ãäå x‖ = x1e1 + x2e2 � âåêòîð, ïðèíàäëåæàùèé W. Ñîñòàâèì ñèñòåìóëèíåéíûõ óðàâíåíèé:
{

x1(e1, e1) + x2(e1, e2) = (e1,x),

x1(e2, e1) + x2(e2, e1) = (e2,x).
(2)Íàõîäèì ìàòðèöó ñèñòåìû è ñâîáîäíûå êîýôôèöèåíòû:

(e1, e1) = 32 + (−2)2 + 12 + 12 = 15,

(e1, e2) = (e2, e1) = 3 · 1 + (−2) · 0 + 1 · (−1) + 1 · 1 = 3,

(e2, e2) = 12 + 02 + (−1)2 + 12 = 3,

(x, e1) = 2 · 3 + (−1) · (−2) + 3 · 1 + (−2) · 1 = 9,

(x, e2) = 2 · 1 + (−1) · 0 + 3 · (−1) + (−2) · 1 = −3.Ïîäñòàâëÿåì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â ñèñòåìó (2):
{

15x1 + 3x2 = 9,

3x1 + 3x2 = −3.
(3)Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé (3), íàõîäèì:

{

x1 = 1,

x2 = −2.Ñëåäîâàòåëüíî,
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.Ìåòîä îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà.Ïóñòü äàí ïðîèçâîëüíûé áàçèñ (e1, e2, . . . , en) âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V. Ïîñòðîèì îðòîãî-íàëüíûé áàçèñ (f1, f2, . . . , fn).1) Ïîëàãàåì f1 ðàâíûì e1, ò. å. f1 := e1.2) Áóäåì èñêàòü âòîðîé áàçèñíûé âåêòîð f2, èñõîäÿ èç óñëîâèÿ f2⊥f1. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèìâåêòîð f2 = e2 − αf1, ãäå êîýôôèöèåíò α ïîêà íåèçâåñòåí. Äîìíîæèì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà f2 =

e2 − αf1 ñêàëÿðíî íà f1:
(f1, f2) = (f1, e2) − α(f1, f1).Â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ (f1, f2) = 0, ïîýòîìó

α =
(f1, e2)

(f1, f1)
.Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå α â f2 = e2 − αf1, íàõîäèì f2.2



Äðóãèìè ñëîâàìè, íà ýòîì øàãå íàõîäèì îðòîãîíàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ âåêòîðà e2 îòíîñè-òåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà 〈f1〉.3) Àíàëîãè÷íî, íàõîäèì òðåòèé áàçèñíûé âåêòîð f3 êàê îðòîãîíàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ âåêòîðà
e3 îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà 〈f1, f2〉, ò. å. ïîëàãàåì f3 = e3 −βf1 − γf2, ãäå β è γ � íåêîòîðûåêîýôôèöèåíòû. Ïîñêîëüêó f3⊥f1 è f3⊥f2, òî

0 = (f1, f3) = (f1, e3) − β(f1, f1) − γ(f1, f2),

0 = (f2, f3) = (f2, e3) − β(f2, f1) − γ(f2, f2).Òàê êàê (f2, f1) = (f1, f2) = 0, ïîëó÷àåì:
β =

(f1, e3)

(f1, f1)
, γ =

(f2, e3)

(f2, f2)
.è ò. ä. . . .

k +1) Ïóñòü âåêòîðû f1, f2, . . . , fk ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Íàéäåì âåêòîð fk+1 êàê îðòîãîíàëü-íóþ ñîñòàâëÿþùóþ âåêòîðà ek+1 îòíîñèòåëüíî ïîäïðîñòðàíñòâà 〈f1, f2, . . . , fk〉:
fk+1 = ek+1 − α1f1 − . . . − αkfk,ãäå
αi =

(fi, ek+1)

(fi, fi)
, i = 1, 2, . . . , k.Ïðèìåð. Ïðèìåíÿÿ ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè, ïîñòðîèòü îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïîäïðîñòðàí-ñòâà, íàòÿíóòîãî íà äàííóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ:

e1 = [2, 1, 3,−1]T, e2 =[7, 4, 3,−3]T, e3 = [1, 1,−6, 0]T, e4 =[5, 7, 7, 8]T.Ðåøåíèå. 1) Ïîëàãàåì f1 = e1 = [2, 1, 3,−1]T.2) Èùåì f2 = e2 − αf1, ãäå
α =

(f1, e2)

(f1, f1)
=

7 · 2 + 4 · 1 + 3 · 3 − 3 · (−1)

22 + 12 + 32 + (−1)2
= 2.Òîãäà
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.3) Èùåì f3 = e3 − βf1 − γf2, ãäå
β =

(f1, e3)

(f1, f1)
=

1 · 2 + 1 · 1 − 6 · 3 + 0 · (−1)

22 + 12 + 32 + (−1)2
= −1;

γ =
(f2, e3)

(f2, f2)
=

1 · 3 + 1 · 2 − 6 · (−3) + 0 · (−1)

32 + 22 + (−3)2 + (−1)2
= 1.Òàê êàê
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òî âåêòîð e3 ëåæèò â ïîäïðîñòðàíñòâå 〈f1, f2〉. Çíà÷èò, f3 = e4 − β′f1 − γ′f2, ãäå
β′ =

(f1, e4)

(f1, f1)
=

5 · 2 + 7 · 1 + 7 · 3 + 8 · (−1)

22 + 12 + 32 + (−1)2
= 2;

γ′ =
(f2, e4)

(f2, f2)
=

5 · 3 + 7 · 2 + 7 · (−3) + 8 · (−1)

32 + 22 + (−3)2 + (−1)2
= 0.Òîãäà
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.Òàêèì îáðàçîì, îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà 〈e1, e2, e3, e4〉:
f1 = [2, 1, 3,−1]T, f2 = [3, 2,−3,−1]T, f3 = [1, 5, 1, 10]T.Çàìå÷àíèå.Ìîæíî ñîêðàòèòü âû÷èñëåíèÿ, åñëè ñðàçó çàìåòèòü, ÷òî âåêòîð e3 ðàâåí ëèíåéíîéêîìáèíàöèè (−4)·e1+e2. Òîãäà, âûáèðàÿ â êà÷åñòâå áàçèñà ñèñòåìó âåêòîðîâ e1, e2, e4, ïðèìåíÿåìïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè óæå ê íèì.Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà.Ïóñòü W � ïîäïðîñòðàíñòâî åâêëèäîâà (âåùåñòâåííîãî èëè êîìïëåêñíîãî) ïðîñòðàíñòâà V.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî x ∈ V îðòîãîíàëåí ïîäïðîñòðàíñòâó W è ïèñàòü x⊥W, åñëè x⊥y äëÿâñåõ y ∈ W.Îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì W⊥ ïîäïðîñòðàíñòâà W íàçûâàþò ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, îðòî-ãîíàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâó W, ò. å.

W⊥ = {x ∈ V : x⊥y äëÿ âñåõ y ∈ W}Çàìåòèì, ÷òî V = W ⊕W⊥. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé âåêòîð x ∈ V ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
x‖ + x⊥, ãäå x‖ ∈ W, à x⊥⊥W, ò. å. x⊥ ∈ W⊥. Ñëåäîâàòåëüíî, V = W + W⊥. Äàëåå, åñëè
x ∈ W ∩W⊥, òî âåêòîð x îðòîãîíàëåí ñàìîìó ñåáå:

(x,x) = 0 ⇐⇒ x = 0.Íàéäåì áàçèñ îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ W⊥ ïîäïðîñòðàíñòâà W, åñëè ïîäïðîñòðàíñòâî Wíàòÿíóòî íà âåêòîðû a1,a2, . . . ,ak.Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð W⊥. Òîãäà x îðòîãîíàëåí âñåì âåêòîðàì y ∈ W . Çíà÷èò, xîðòîãîíàëåí a1,a2, . . . ,ak:
(x,ai) = 0, i = 1, 2, . . . , k. (4)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðû a1,a2, . . . ,ak çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â îðòîíîðìèðîâàííîìáàçèñå (e1, e2, . . . , en):

ai = ai1e1 + ai2e2 + . . . + ainen, i = 1, 2, . . . , k.Áóäåì èñêàòü âåêòîð x â âèäå
x = x1e1 + x2e2 + . . . + xnen,4



ãäå x1, x2, . . . , xn � íåèçâåñòíûå. Ïîäñòàâëÿåì ðàçëîæåíèÿ âåêòîðîâ a1,a2, . . . ,ak,x â ðàâåíñòâà(4) (äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâà âåùåñòâåííûå):
(x1e1 + x2e2 + . . . + xnen, ai1e1 + ai2e2 + . . . + ainen) = 0 ⇐⇒

x1ai1 + x2ai2 + . . . + xnain = 0, i = 1, 2, . . . , k. (5)Ïîëó÷èëè ñèñòåìó k ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ x1, x2, . . . , xn. Ïðîñòðàíñòâîðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ W⊥. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè áàçèñ W⊥, íóæíî íàéòèáàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû óðàíåíèé (5).Ïðèìåð. Íàéòè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå W⊥ ïîäïðîñòðàíñòâà W, íàòÿíóòîãî íà ñèñòåìóâåêòîðîâ a1 = [1,−2, 2,−3]T, a2 = [2,−3, 2,−2]T, a3 = [1,−1, 0, 1]TÐåøåíèå. Ïóñòü x = x1e1 + x2e2 + x3e3 + x4e4. Èç òîãî, ÷òî (x,ai) = 0, i = 1, 2, 3, ïîëó÷àåìñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:
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x1 − 2x2 + 2x3 − 3x4 = 0,

2x1 − 3x2 + 2x3 − 2x4 = 0,

x1 − x2 + x4 = 0.Íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå è áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé:
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, c1, c2 � ïàðàìåòðû.Òàêèì îáðàçîì, W⊥ = 〈[2, 2, 1, 0]T, [−4,−5, 0, 1]T〉.
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