
Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé
Ëåêòîð � Àðòåì Ïàâëîâè÷ Êîâàëåâñêèé

1. Äèñêðåòíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü.
Ïðåäìåò òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Îïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé

âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè. Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè.
Ñîáûòèÿ, îïåðàöèè íàä íèìè. Ïðèìåðû.

2. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè.
Âûáîðêè ñ âîçâðàùåíèåì è áåç âîçâðàùåíèÿ. Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ

ôîðìóëà.
3. Îáùàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü.
Ìåðà è âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà. Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè: äîïîëíåíèÿ,

âêëþ÷åíèÿ, îáúåäèíåíèÿ. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü.
Çàäà÷à î âñòðå÷å.

4. Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü è íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ.
Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Ôîðìóëà

Áàéåñà. Íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ. Íåçàâèñèìîñòü äîïîëíåíèé.
5. Íåçàâèñèìûå èñïûòàíèÿ.
Ñõåìà Áåðíóëëè. Ôîðìóëà Áåðíóëëè. Âðåìÿ îæèäàíèÿ â ñõåìå

Áåðíóëëè.
6. Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
Ðÿä (òàáëèöà) ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñâîéñòâà òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ.

Îñíîâíûå ñåìåéñòâà äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé: âûðîæäåííîå,
áåðíóëëèåâñêîå, áèíîìèàëüíîå, ãåîìåòðè÷åñêîå, ïóàññîíîâñêîå.

7. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
Îïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ñâîéñòâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Îïðåäåëåíèå
àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñâîéñòâà ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñâÿçü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîíÿòèå ñìåñè ðàñïðåäåëåíèé.

8. Îñíîâíûå ñåìåéñòâà àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé.
Ðàâíîìåðíîå, ïîêàçàòåëüíîå, ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå, ñòàíäàðòíîå ðàñïðåäåëåíèå Êîøè. Ëèíåéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì
ðàñïðåäåëåíèåì. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
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9. Íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.
Îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ñëó÷àéíûå

âåêòîðû è ìíîãîìåðíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Íåçàâèñèìîñòü
ôóíêöèé îò íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ôîðìóëà ñâåðòêè â
öåëî÷èñëåííîì è â àáñîëþòíî íåïðåðûâíîì ñëó÷àå.

10. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.
Îïðåäåëåíèå â äèñêðåòíîì ñëó÷àå, ïðèìåð. Ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå ôóíêöèè îò äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Îïðåäåëåíèå â àáñîëþòíî íåïðåðûâíîì ñëó÷àå. Ïðèìåð îòñóòñòâèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè îò
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì.
Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ (äîêàçàòåëüñòâî â
öåëî÷èñëåííîì ñëó÷àå). Ïðèìåðû.

11. Ìîìåíòû è äèñïåðñèÿ.
Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ìîìåíòîâ. Äèñïåðñèÿ è

ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå (ñòàíäàðòíîå) îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû. Èõ ñâîéñòâà. Ïðèìåðû.

12. Ñõîäèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ðàñïðåäåëåíèé.
Ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ. Ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè.

Ñõîäèìîñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, åå ñâîéñòâà. Çàêîí áîëüøèõ
÷èñåë.

13. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà.
Ôîðìóëèðîâêà öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû. Òåîðåìà

Ìóàâðà�Ëàïëàñà. Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ.
14. Òåîðåìà Ïóàññîíà.
Ëåììà îá àñèìïòîòèêå ÷èñëà ñî÷åòàíèé. Ïðèáëèæåíèå Ïóàññîíà

äëÿ áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ.

Ëèòåðàòóðà
1. Áûñòðîâ À.À., Êîâàëåâñêèé À.Ï., Ëîòîâ Â.È. Ïðàêòèêóì ïî

òåîðèè âåðîÿòíîñòè. Íîâîñèáèðñê: ÍÃÓ, 2009.
2. Ëîòîâ Â.È. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà.

Íîâîñèáèðñê: ÍÃÓ, 2006.
3. ×åðíîâà Í.È. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé. Íîâîñèáèðñê: ÍÃÓ, 2007.
4. ×èñòÿêîâ Â.Ï. Êóðñ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ì.: Íàóêà, 1982.
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Èñòî÷íèêè Èíòåðíåò
1. Ëîòîâ Â.È. Ëåêöèè ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé

ñòàòèñòèêå.
http://www.nsu.ru/mmf/tvims/lotov/tv&ms_�.pdf

2. Êîðøóíîâ Ä.À., Ôîññ Ñ.Ã. Ñáîðíèê çàäà÷ è óïðàæíåíèé ïî
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
http://www.math.nsc.ru/LBRT/v1/dima/ExerciseProbability2.pdf

3. ×åðíîâà Í.È. Ëåêöèè ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.
http://www.nsu.ru/mmf/tvims/chernova/tv/index.html

Ïëàí ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèé
1. Êëàññè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü. Êîìáèíàòîðèêà.
2. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü. Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè.

Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Ôîðìóëà Áàéåñà.
3. Íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ. Ñõåìà Áåðíóëëè.
4. Ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
5. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
6. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ.
7. Ìîìåíòû. Ñõîäèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Çàêîí áîëüøèõ

÷èñåë.
8. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà è òåîðåìà Ïóàññîíà.

Çàäà÷è ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

1.1. Áóêâû, ñîñòàâëÿþùèå ôàìèëèþ ñòóäåíòà, íàïèñàëè íà
êàðòî÷êàõ, çàòåì êàðòî÷êè ïåðåòàñîâàëè è ñòàëè âûêëàäûâàòü â ðÿä
â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èòñÿ ôàìèëèÿ ñòóäåíòà? Â êà÷åñòâå ôàìèëèè ñòóäåíòà âûáðàòü
ñâîþ ôàìèëèþ.

1.2. n êíèã ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàññòàâëÿþòñÿ íà êíèæíîé
ïîëêå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâå ôèêñèðîâàííûå êíèãè
îêàæóòñÿ ñòîÿùèìè ðÿäîì?
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1.3. Ó ÷åëîâåêà â êàðìàíå n êëþ÷åé, èç êîòîðûõ òîëüêî îäèí
ïîäõîäèò ê åãî äâåðè. Êëþ÷è ïîñëåäîâàòåëüíî èçâëåêàþòñÿ (áåç
âîçâðàùåíèÿ) äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîÿâèòñÿ íóæíûé êëþ÷. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íóæíûé êëþ÷ ïîÿâèòñÿ ïðè k-ì èçâëå÷åíèè.

1.4. Èç êîëîäû, íàñ÷èòûâàþùåé 36 êàðò, íàóãàä èçâëåêàþòñÿ 6
êàðò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

à) ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ òóç ïèê;
á) ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ ðîâíî îäèí òóç;
â) ñðåäè íèõ îêàæóòñÿ ðîâíî äâå áóáíîâûå êàðòû;
ã) ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ õîòÿ áû îäíà áóáíîâàÿ êàðòà?
1.5. Â ëîòåðåå n áèëåòîâ, èç êîòîðûõ m âûèãðûøíûõ. Íåêòî

ïðèîáðåòàåò k áèëåòîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäèí
áèëåò îêàæåòñÿ âûèãðûøíûì.

1.6. Â ëèôò âîñüìèýòàæíîãî äîìà íà ïåðâîì ýòàæå âõîäÿò 5
÷åëîâåê. Íåçàâèñèìî îò äðóãèõ êàæäûé ìîæåò âûéòè ñ ðàâíûìè
øàíñàìè íà ëþáîì ýòàæå, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî:

à) âñå âûéäóò íà ÷åòâåðòîì ýòàæå;
á) âñå ïÿòåðî âûéäóò íà îäíîì è òîì æå ýòàæå;
â) âñå ïÿòåðî âûéäóò íà ðàçíûõ ýòàæàõ?
1.7. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â íàóãàä âûáðàííîì òðåõçíà÷íîì

àâòîìîáèëüíîì íîìåðå:
à) âñå öèôðû îäèíàêîâû;
á) âñå öèôðû ðàçëè÷íû;
â) òîëüêî äâå îäèíàêîâûå öèôðû.

1.8. Â ëîòåðåéíîì áèëåòå 20 ïîëåé, ïðè÷åì íà 10 èç íèõ
(âûáðàííûõ íàóãàä) ïîä çàùèòíûì ñëîåì ñêðûòû áóêâû ñëîâà
¾àâòîìîáèëü¿. Ó÷àñòíèê ëîòåðåè íàóãàä âûáèðàåò ñâîè 10 ïîëåé èç
20 è îòêðûâàåò èõ (ñòèðàåò çàùèòíûé ñëîé). Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî îí íàéäåò íà íèõ âñå áóêâû ñëîâà ¾àâòîìîáèëü¿? Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åìó óäàñòñÿ ýòî ñäåëàòü, îòêðûâ ðîâíî 11 ïîëåé?

2.1. Èç îòðåçêà [0,1] íàóãàä âûáèðàåòñÿ ÷èñëî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü,
÷òî â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ýòîãî ÷èñëà âòîðàÿ öèôðà ïîñëå çàïÿòîé
áóäåò äâîéêîé?

2.2. Â êâàäðàò ñ âåðøèíàìè (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) íàóäà÷ó
áðîøåíà òî÷êà. Îáîçíà÷èì X; Y åå êîîðäèíàòû. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â îáëàñòü, ëåæàùóþ öåëèêîì âíóòðè
êâàäðàòà, çàâèñèò ëèøü îò ïëîùàäè ýòîé îáëàñòè è ïðîïîðöèîíàëüíà
åé.
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à) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ 0 < u < 1, 0 < v < 1 âûïîëíåíî

P{X < u, Y < v} = P{X < u}P{Y < v} = uv;

á) íàéòè äëÿ 0 < t < 1 âåðîÿòíîñòè

1) P{|X − Y | < t}; 2) P{XY < t};

3) P{max(X, Y ) < t}; 4) P{min(X, Y ) < t};
â) íàéòè P{X + Y < t} äëÿ 0 < t < 2.
2.3. Íà îòðåçîê äëèíû l ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì áðîøåíû òðè

òî÷êè. Ïóñòü X, Y, Z � ðàññòîÿíèÿ äî ýòèõ òî÷åê îò ëåâîãî êîíöà
îòðåçêà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî èç îòðåçêîâ ñ äëèíàìè X, Y è Z
ìîæíî ñîñòàâèòü òðåóãîëüíèê?

2.4. Òî÷êà áðîøåíà íàóäà÷ó â ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 1 è 2.
Íàéòè âåðîÿòíîñòè ñëåäóþùèõ ñîáûòèé:

à) ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî áëèæàéøåé ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà íå
ïðåâûøàåò x;

á) ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ëþáîé ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà íå
ïðåâîñõîäèò x.

2.5. Íàóäà÷ó âûáèðàþò ÷èñëî ïåðâûõ áóêâ îò 2 äî m èç ôàìèëèè
ñòóäåíòà (çäåñü m � îáùåå ÷èñëî áóêâ â ôàìèëèè) è îñóùåñòâëÿþò
èõ ñëó÷àéíóþ ïåðåñòàíîâêó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èòñÿ ôàìèëèÿ ñòóäåíòà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûáðàëè
äâå ïåðâûõ áóêâû, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ôàìèëèÿ ñòóäåíòà ïîëó÷èëàñü.
Â êà÷åñòâå ôàìèëèè ñòóäåíòà âûáðàòü ñâîþ ôàìèëèþ.

2.6. Èç n ýêçàìåíàöèîííûõ áèëåòîâ ñòóäåíò çíàåò m, ïîýòîìó, åñëè
îí çàéäåò ïåðâûì íà ýêçàìåí, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ m/n îí âûòàùèò
"õîðîøèé" áèëåò. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âûòàùèòü "õîðîøèé" áèëåò,
åñëè ñòóäåíò çàéäåò íà ýêçàìåí âòîðûì?

2.7. Èçâåñòíî, ÷òî 34% ëþäåé èìåþò ïåðâóþ ãðóïïó êðîâè, 37% �
âòîðóþ, 21% � òðåòüþ è 8% � ÷åòâåðòóþ. Áîëüíîìó ñ ïåðâîé ãðóïïîé
ìîæíî ïåðåëèâàòü òîëüêî êðîâü ïåðâîé ãðóïïû, ñî âòîðîé � êðîâü
ïåðâîé è âòîðîé ãðóïï, ñ òðåòüåé � êðîâü ïåðâîé è òðåòüåé ãðóïï, è
÷åëîâåêó ñ ÷åòâåðòîé ãðóïïîé ìîæíî ïåðåëèâàòü êðîâü ëþáîé ãðóïïû.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçâîëüíî âçÿòîìó áîëüíîìó ìîæíî
ïåðåëèòü êðîâü ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî äîíîðà?

2.8. Èç óðíû, ñîäåðæàùåé 3 áåëûõ è 2 ÷åðíûõ øàðà, ïåðåëîæåíû
2 âûòÿíóòûõ íàóäà÷ó øàðà â óðíó, ñîäåðæàùóþ 4 áåëûõ è 4 ÷åðíûõ
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øàðà. Çàòåì èç âòîðîé óðíû âûíóò øàð. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
îí áåëûé.

3.1. Ïðîèçâîäÿò n > 1 íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ïåðåñòàíîâîê áóêâ
ôàìèëèè ñòóäåíòà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

à) õîòÿ áû ðàç ïîëó÷èëàñü ôàìèëèÿ ñòóäåíòà;
á) êàæäûé ðàç ïîëó÷àëàñü ôàìèëèÿ ñòóäåíòà;
â) â ïîñëåäíèé ðàç ïîëó÷èëàñü ôàìèëèÿ ñòóäåíòà.
Ñðàâíèòü âåðîÿòíîñòè, íàéäåííûå â ïóíêòàõ (à), (á), (â). Â

êà÷åñòâå ôàìèëèè ñòóäåíòà ïîäñòàâèòü ñâîþ ôàìèëèþ.
3.2. Ïóñòü ñîáûòèå A íå çàâèñèò îò ñàìîãî ñåáÿ. Êàêèå çíà÷åíèÿ

ìîæåò ïðèíèìàòü âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A?
3.3. Ñòðåëîê A ïîðàæàåò ìèøåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,6, ñòðåëîê

B � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,5, ñòðåëîê C � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,4. Ñòðåëêè
äàëè çàëï ïî ìèøåíè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ðîâíî äâå ïóëè ïîïàëè
â öåëü?

3.4. Äâîå èãðàþò â èãðó, ïîî÷åðåäíî áðîñàÿ ìîíåòó. Âûèãðàâøèì
ñ÷èòàåòñÿ òîò, êòî ïåðâûì ïîëó÷èò ãåðá. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
èãðà çàêîí÷èòñÿ íà k-ì áðîñàíèè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà äëÿ
èãðîêà, íà÷èíàþùåãî èãðó?

3.5. 10 ëþáèòåëåé ïîäëåäíîãî ëîâà ðûáû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà
ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì ðàçìåùàþòñÿ íà ëüäó îçåðà, èìåþùåãî ôîðìó
êðóãà ðàäèóñà 1 êì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íå ìåíåå 5 ðûáàêîâ
ðàñïîëîæàòñÿ íà ðàññòîÿíèè áîëåå 200 ì îò áåðåãà?

3.6. Â øàð ðàäèóñà R íàóäà÷ó áðîñàþòñÿ n òî÷åê. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå îò öåíòðà øàðà äî áëèæàéøåé òî÷êè
áóäåò íå ìåíüøå a, 0 < a < R.

3.7. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â n èñïûòàíèÿõ ñõåìû Áåðíóëëè
ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p ïîÿâÿòñÿ m + k óñïåõîâ, ïðè÷åì k óñïåõîâ
ïîÿâÿòñÿ â ïîñëåäíèõ k èñïûòàíèÿõ.

3.8. Â êðóã âïèñàí êâàäðàò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç 10
òî÷åê, áðîøåííûõ íàóäà÷ó â êðóã, ÷åòûðå ïîïàäóò â êâàäðàò, òðè �
â íèæíèé ñåãìåíò, è ïî îäíîé � â îñòàâøèåñÿ òðè ñåãìåíòà.

4.1. Ó ÷åëîâåêà 5 êëþ÷åé, èç êîòîðûõ òîëüêî îäèí îòêðûâàåò
äâåðü. Êëþ÷è èñïûòûâàþòñÿ â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå. Îáîçíà÷èì
÷åðåç X ÷èñëî ïîïûòîê, ïîòðåáîâàâøèõñÿ äëÿ îòûñêàíèÿ íóæíîãî
êëþ÷à. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ è ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, åñëè:

à) êàæäûé ðàç âûáèðàåòñÿ íàóäà÷ó îäèí èç 5 êëþ÷åé;
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á) èñïûòàííûé êëþ÷ îòêëàäûâàåòñÿ â ñòîðîíó è â äàëüíåéøèõ
èñïûòàíèÿõ íå ó÷àñòâóåò.

4.2. Âûðàçèòü ÷åðåç ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
X âåðîÿòíîñòè ñëåäóþùèõ ñîáûòèé: P{a < X < b}, P{a ≤ X < b},
P{a < X ≤ b}, P{a ≤ X ≤ b}.

4.3. Ìîãóò ëè ôóíêöèè
(à) f(y) = 1

2e−|y|, (á) f(y) = e−y, (â) f(y) = cos y, (ã) f(y) ≡ 1
áûòü ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ?
4.4. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X çàäàåòñÿ

ôîðìóëîé
f(y) =

{
Cy2, y ∈ [0, 1],
0, y 6∈ [0, 1].

Íàéòè C è ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.
4.5. Âû÷èñëèòü ôóíêöèþ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ Γα,λ â ñëó÷àå,

êîãäà λ = n � öåëîå ÷èñëî.
4.6. Íà îòðåçîê äëèíû l ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì áðîñàþò äâå òî÷êè.

Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè.
4.7. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå,

ïðè÷åì P{X > 3} = 0, 5, P{X > 6, 28} = 0, 05. Çàïèñàòü ôîðìóëó
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ è ïîñòðîèòü åå ãðàôèê. Èñïîëüçîâàòü
çíà÷åíèå Φ(1, 64) ≈ 0, 95.

4.8. Â êðóã ðàäèóñà R íàóãàä áðîñàþò òî÷êó. Íàéòè ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ýòîé òî÷êè äî
öåíòðà êðóãà.

5.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå
íà [0; π]. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû Y = sin X.

5.2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà
[−π/2; π/2]. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû Y = tg X.

5.3. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé

f(t) =
{

θtθ−1, t ∈ [0, 1],
0, t 6∈ [0, 1].

Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Y = − ln X.
5.4. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû è ðàñïðåäåëåíû

ðàâíîìåðíî íà [0,1]. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû X − Y .
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5.5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå. Íàéòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòè
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (à) Y1 = X2, (â) Y2 = sinX.

5.6. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è íàéòè ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû max(0, X). Íàéòè ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ åå äèñêðåòíîé è àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé êîìïîíåíò.

5.7. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû è èìåþò îäíî è òî
æå äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå P{X = yk} = P{Y = yk} = pk, k ≥ 1.
Íàéòè P{X = Y }.

5.8. X è Y íåçàâèñèìû, ïðè÷åì P{X = 0} = P{X = 1} = 1/2, à
P{Y < t} = t, 0 < t < 1. Íàéòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí X + Y è XY .

6.1. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, äèñïåðñèè è ñòàíäàðòíûå
îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ââåäåííûõ â çàäà÷å 4.1(à,á).

6.2. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ, äèñïåðñèè è ñòàíäàðòíûå
îòêëîíåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ââåäåííûõ â çàäà÷àõ (à) 4.6; (á) 4.8.

6.3. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ñ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ, îïðåäåëåííûìè ôîðìóëàìè
(à) 4.3(à); (á) 4.4.

6.4. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû Y â çàäà÷å 5.1.

6.5. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû X − Y â çàäà÷å 5.4.

6.6. Äîêàçàòü, ÷òî EX =
∞∑

k=1

P (X ≥ k), åñëè èçâåñòíî, ÷òî
∞∑

k=1

P (X = k) = 1.
6.7. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y íåçàâèñèìû, X èìååò ñòàíäàðòíîå

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, à Y � ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà
[1; 4]. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû Z = X − 4Y .

6.8. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ðýëåÿ, åñëè åå
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà

f(y) =
{

Aye−y2/(2σ2) ïðè y ≥ 0;
0 ïðè y < 0.

Íàéòè êîýôôèöèåíò A, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ.
7.1. Íàéòè EX2009, åñëè X èìååò ñòàíäàðòíîå íîðìàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå.
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7.2. Âû÷èñëèòü ìîìåíò k-ãî ïîðÿäêà äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,
èìåþùåé ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå.

7.3. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïðèíèìàåò íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ ñ
âåðîÿòíîñòÿìè P (X = k) = Ck−10, k = 1, 2, . . . . Êàê íàéòè C?
Êàêîãî ïîðÿäêà ìîìåíòû ñóùåñòâóþò ó ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X?

7.4. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ, ïðè÷åì
âñå åå ìîìåíòû íå÷åòíîãî ïîðÿäêà ðàâíû íóëþ, à âñå ìîìåíòû ÷åòíîãî
ïîðÿäêà ðàâíû 1. Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

7.5. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Yi íåçàâèñèìû è èìåþò ñòàíäàðòíîå
ðàñïðåäåëåíèå Êîøè, Xi = |Yi|, Sn = X1 + . . . + Xn. Ñõîäèòñÿ ëè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn/n ê êîíñòàíòå ïðè n →∞?

7.6. Ðåøèòü çàäà÷ó 7.5 äëÿ Xi = min(|Yi|; 1).
7.7. Íàéòè ïðåäåë ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X2

1+...+X2
n

X1+...+Xn
,

åñëè X1, X2, . . . íåçàâèñèìû è èìåþò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ
ïàðàìåòðîì α.

7.8. Íàéòè ïðåäåë ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
X2

1+...+X2
n

n − (
X1+...+Xn

n

)2, åñëè X1, X2, . . . íåçàâèñèìû è èìåþò
ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [0; b].

8.1. Âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ çà âðåìÿ T îäíîãî êîíäåíñàòîðà
ðàâíà 0, 05·� (çäåñü � � íîìåð ñòóäåíòà ïî ñïèñêó ãðóïïû).
Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà âðåìÿ T èç 100 êîíäåíñàòîðîâ
âûéäóò èç ñòðîÿ (à) íå ìåíåå 5� êîíäåíñàòîðîâ; (á) ìåíåå 5�+8
êîíäåíñàòîðîâ.

8.2. Ñòóäåíò ïîëó÷àåò íà ýêçàìåíå 5 ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.2, 4 ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0.4, 3 ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.3 è 2 ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.1. Çà
âðåìÿ îáó÷åíèÿ îí ñäàåò 100 ýêçàìåíîâ. Íàéòè ïðåäåëû, â êîòîðûõ ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0.95 ëåæèò ñðåäíèé áàëë.

8.3. Óðîæàéíîñòü êóñòà êàðòîôåëÿ çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì
ðàñïðåäåëåíèåì:

Óðîæàé â êã 0 1 1.5 2 2.5
Âåðîÿòíîñòü 0.1 0.2 0.2 0.3 0.2

Íà ó÷àñòêå âûñàæåíî 900 êóñòîâ. Â êàêèõ ïðåäåëàõ ñ âåðîÿòíîñòüþ
0.95 áóäåò íàõîäèòüñÿ óðîæàé? Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî êóñòîâ íóæíî
ïîñàäèòü, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 0.975 óðîæàé áûë íå ìåíåå
òîííû?

8.4. Èãðàëüíàÿ êîñòü ïîäáðàñûâàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà îáùàÿ ñóììà
î÷êîâ íå ïðåâûñèò 700. Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëÿ ýòîãî
ïîòðåáóåòñÿ áîëåå 210 áðîñàíèé.
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8.5. Ïóñòü X1, X2, ... - íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, EX1 = 0, DX1 < ∞. Èçâåñòíî, ÷òî

P
(

X1 + ... + Xn√
n

≥ 1
)
→ 1

3

ïðè n →∞. Íàéòè DX1.
8.6. Íàéòè, ê êàêîé ôóíêöèè ñõîäèòñÿ P{Sn−np√

n
< t} ïðè n → ∞,

åñëè Sn èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè n, p.
8.7. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè 720 ïîäáðàñûâàíèÿõ

èãðàëüíîé êîñòè öèôðà ¾6¿ âûïàëà áîëåå 92 ðàç.
8.8. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè 100 ïîäáðàñûâàíèÿõ 10

ñèììåòðè÷íûõ ìîíåò íå ìåíåå 2 ðàç íà âñåõ 10 ìîíåòàõ âûïàë ãåðá.

Ïðîãðàììó ñîñòàâèë ê.ô.-ì.í., äîöåíò Êîâàëåâñêèé À. Ï.
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