
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ
ÎÁÙÀß ÑÕÅÌÀ ÏÐÅÄÌÅÒÀ

âåðñèÿ 2005-04-14

'& %$ ! "#ãåîìåòðèÿ '& %$ ! "#ëèíåéíàÿ àëãåáðà '& %$ ! "#òåíçîðíàÿ àëãåáðà

'& %$ ! "#îðèåíòèðîâàííûå îáú¼ìû '& %$ ! "#îïðåäåëèòåëè '& %$ ! "#àëüòåðíèðîâàíèå '& %$ ! "#ñèììåòðèçàöèÿ

'& %$ ! "#âíåøíèå k-ôîðìû '& %$ ! "#âíåøíåå óìíîæåíèå '& %$ ! "#âíåøíÿÿ àëãåáðà '& %$ ! "#àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ

'& %$ ! "#êðèâûå, ïîâåðõíîñòè '& %$ ! "#ïðàâèëî Ëåéáíèöà

'& %$ ! "#òîïîëîãèÿ '& %$ ! "#îáëàñòè â Rn

'& %$
 ! "#
äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

íà îáëàñòÿõ â Rn

'& %$
 ! "#
äèôôåðåíöèðîâàíèå
ôîðì â êîîðäèíàòàõ

'& %$
 ! "#

ãëàäêèå
îòîáðàæåíèÿ

'& %$ ! "#ñêëåéêà

'& %$ ! "#ìíîãîîáðàçèÿ '& %$ ! "#ïåðåíîñ ôîðì
'& %$
 ! "#
íåçàâèñèìîñòü
îò êîîðäèíàò

'& %$ ! "#R3

'& %$
 ! "#
êàñàòåëüíûå
ïðîñòðàíñòâà

'& %$
 ! "#
êàñàòåëüíûå
ðàññëîåíèÿ

'& %$
 ! "#
äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

íà ìíîãîîáðàçèÿõ
'& %$
 ! "#
grad, rot, div,
îïåðàòîð ∇

'& %$ ! "#Ëàãðàíæåâà ìåõàíèêà

'& %$
 ! "#
ýëåìåíòàðíîå
èíòåãðèðîâàíèå

'& %$
 ! "#
êðàòíûå
èíòåãðàëû

'& %$
 ! "#
èíòåãðèðîâàíèå ôîðì
ïî ìíîãîîáðàçèÿì

'& %$
 ! "#
ôîðìóëû Ãðèíà, Ñòîêñà
è Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî

'& %$
 ! "#

ôîðìóëà
Íüþòîíà�Ëåéáíèöà

'& %$ ! "#ïðèðàùåíèÿ ôîðì
'& %$
 ! "#
èõ âåêòîðíûå
ôîðìóëèðîâêè

'& %$ ! "#ãðàíèöû '& %$ ! "#∫
M

dω =
∫

∂M
ω

'& %$
 ! "#

âíåøíåå
äèôôåðåíöèðîâàíèå

'& %$ ! "#öåïè '& %$ ! "#∂2 = ∅ '& %$ ! "#ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâà '& %$ ! "#d2 = 0
'& %$ ! "#ñòÿãèâàåìîñòü

'& %$
 ! "#
öèêëû è
ãðàíèöû

'& %$
 ! "#
ãîìîëîãèè

ìíîãîîáðàçèé
'& %$
 ! "#
êîãîìîëîãèè
ìíîãîîáðàçèé

'& %$
 ! "#

òî÷íûå è
çàìêíóòûå ôîðìû

'& %$ ! "#ïîòåíöèàëû'& %$ ! "#ìíîãî ïîëåçíîé ìàòåìàòèêè

��

//

�� uullllllllll

))RRRRRRRRRR

����
��

��
��

��
��

��
�

��:
::

::
::

::
::

::
::

oo //

��

oo //

ttiiiiiiiiiiiii

�� ��:
::

::

����
��

�

��

// //oo

//

��

//

��

))RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

//

����
��

��
��

��
��

�

��

OO

||yyyyyyyyyyyyy

��

HH

���
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

��









//

%%LLL
LL

,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY

yyrrrrrrr

//

{{wwwwwww

##GGGGGGG

��

##GGGGGGG
//

''OOOOOO

��

//

33gggggggggggggggggggggggg
//

��

;;wwwww

��

��

//

��

//

uukkkkkkkkkkkk

}}||
||

||
||

||
||

||
||

|

//

99rrrrrrr
//

��

����
��
��
��
��
��
��
��
��

44jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

//

++WWWWWWWWWWWWW

oo

��

��7
77

77
77

77
77

77
77

77

yyrrr
rr

%%LLL
LL

�� ""EE
EE

||yyy
y

��%%LLL
LL

oo// oo //

!!B
BB

BB
BB

BB

}}||
||

||
||

|



Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Ïðåäèñëîâèå

Àëãåáðàèñò âçÿëñÿ ïðåïîäàâàòü ìàòàíàëèç ôèçèêàì-ïåðâîêóðñíèêàì, à êîãäà êóðñ äâèíóëñÿ â äèôôåðåíöèàëüíûå
ôîðìû, ðåøèë ïðåäñòàâèòü â âèäå ñõåìû ðàçíîîáðàçíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå ýòîãî áîãàòîãî è êðàñèâîãî
ïðåäìåòà â íàäåæäå, ÷òî ñõåìà ïîìîæåò ñòóäåíòàì ëó÷øå îðèåíòèðîâàòüñÿ â í¼ì. Ïî ìíåíèþ ïåðâîãî âèäåâøåãî
ðàííþþ âåðñèþ êîëëåãè, Â. ×àéíèêîâà, åù¼ ïîëåçíåå ìîÿ ñõåìà ñòàëà áû, åñëè áû îíà âêëþ÷àëà ãèïåðòåêñòíûå
ññûëêè íà áîëåå ñîäåðæàòåëüíûé òåêñò. Ýòî ïîæåëàíèå ÿ íà÷àë ðåàëèçîâûâàòü, âíîñÿ ñíà÷àëà ìàòåðèàë ïî ñâîèì
ïëàíàì íà çàíÿòèÿ, íî çàòåì âûøåë ìåñòàìè äîâîëüíî äàëåêî çà ïðåäåëû êóðñà.

Ðåçóëüòàò � íå ó÷åáíèê è íå êóðñ ëåêöèé. Ñêîðåå, ýòî ñïðàâî÷íèê. Ñòóäåíòàì îí ìîæåò ïîñëóæèòü äî-
ïîëíåíèåì ê ó÷åáíèêàì, îñíîâíàÿ öåëü êîòîðîãî � îáðàòèòü âíèìàíèå íà îáùóþ ñòðóêòóðó ïðåäìåòà, íàèáîëåå
âàæíûå îïðåäåëåíèÿ è ôàêòû. Âåñü âêëþ÷¼ííûé ìàòåðèàë ïîäàí â î÷åíü ñæàòîé ôîðìå, êàê ñïèñîê êîðîòêèõ
ôðàãìåíòîâ òåêñòà ïî òåìàì. Ïûòëèâûå ñòóäåíòû ñìîãóò ìíîãîìó íàó÷èòüñÿ, îáäóìûâàÿ ðàçëè÷íûå ôðàãìåíòû è
ïåðåõîäû îò îäíîãî ê äðóãîìó. Êðîìå òîãî, áîëüøèíñòâî áîëåå ïðîñòûõ ôðàãìåíòîâ ëåãêî ïðåäñòàâèòü, êàê âîïðîñ
ýêçàìåíàòîðà. Îòíîñèòåëüíàÿ òðóäíîñòü êàæäîãî ôðàãìåíòà ïîìå÷åíà öâåòíûì êðóæêîì ñëåâà, îçíà÷àþùèì:
íåñëîæíî, ñëîæíî, åù¼ ñëîæíåå. Ýòèìè æå öâåòàìè (íî ñëåãêà ïîòåìíåå) âûäåëåíû ãèïåðññûëêè. Äóìàåòñÿ, ÷òî
îâëàäåâøèé íåñëîæíûì ìàòåðèàëîì ïåðâîêóðñíèê âïðàâå ðàññ÷èòûâàòü íà ïÿò¼ðêó íà ýêçàìåíå ïî ìàòàíàëèçó.
(Õîòÿ íå çàáóäåì, ÷òî êóðñ àíàëèçà âêëþ÷àåò íå òîëüêî äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû.) Ñïåöèàëüíûì îáðàçîì
âûäåëåíû îïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìî îò èõ ñëîæíîñòè.

Áîëåå òðóäíûé ìàòåðèàë ìîæåò áûòü ïîëåçåí òåì, êîìó èíòåðåñíî ïîíÿòü ñîâðåìåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ î äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ ôîðìàõ è èõ ñâÿçÿõ ñ îñíîâàìè àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè, à òàêæå íàó÷èòüñÿ ïîíèìàòü òåíçîðà
áåç èíäåêñîâ. Ýòî íåîáõîäèìî øèðîêîìó ñïåêòðó ìàòåìàòèêîâ è òåîðåòè÷åñêèõ ôèçèêîâ. Ïîýòîìó õî÷åòñÿ âåðèòü,
÷òî ñåãîäíÿøíèé ïåðâîêóðñíèê, ïîêà íå íàõîäÿùèé òàêèå òåìû äîñòóïíûìè, âñ¼ æå íå çàáóäåò ñî âðåìåíåì ê íèì
âåðíóòüñÿ.

Âàæíåéøèìè èñòî÷íèêàìè ïðè ñîñòàâëåíèè äàííîãî ïîñîáèÿ áûëè ó÷åáíèêè Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç, ÷. II ,
Â. À. Çîðè÷à è Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè Â. È. Àðíîëüäà.

Ïðèáëèæåíèå êîíöà ñåìåñòðà âûíóæäàåò ìåíÿ ðàñïðîñòðàíèòü çàâåäîìî íåäîðàáîòàííóþ âåðñèþ. Íàäåþñü
âñêîðå õîòÿ áû ïîïûòàòüñÿ ïðèâåñòè ñõåìó íà ïåðâîé ñòðàíèöå â ëó÷øåå ñîîòâåòñòâèå ñ ïîñëåäóþùèì òåêñòîì.
Íóæíî ïåðåñìîòðåòü è öâåòîâûå îöåíêè òðóäíîñòè.

Îòçûâû, çàìå÷àíèÿ è ïðåäëîæåíèÿ ïðîøó ïîñûëàòü íà ulyanov1@yahoo.com.
Íîâîñèáèðñê, 19 àïðåëÿ 2005 ã. À. Ï. Óëüÿíîâ
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Îðèåíòèðîâàííûå îáú¼ìû

• Ðàáîòàåì â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V ðàçìåðíîñòè n.
• Âûáîð óïîðÿäî÷åííîãî áàçèñà [ei] â ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå V çàäàåò íà íåì îðèåíòàöèþ, âåäü îò-
íîñèòåëüíî [ei] êàæäûé óïîðÿäî÷åííûé áàçèñ áóäåò
ëèáî ñîãëàñîâàííî, ëèáî ïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòèðî-
âàí: ñìîòðè çíàê îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ïåðåõîäà.

• Îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà íà n = dim V âåêòîðàõ,
ñíàáæåííûé çíàêîì â ñîîòâåòñòâèè ñ îðèåíòàöèåé,
âû÷èñëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëåì.

• Âûõîäèò, îðèåíòèðîâàííûé îáú¼ì åñòü âíåøíÿÿ
ôîðìà íà V .

• Çàôèêñèðîâàâ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî U ðàçìåð-
íîñòè k < n = dim V , ïîëó÷àåì âíåøíþþ k-ôîðìó íà
V , âû÷èñëÿÿ îðèåíòèðîâàííûé îáú¼ì ïðîåêöèé íà U
ïàðàëëåëåïèïåäîâ íà k âåêòîðàõ.

• Áåðÿ çà U îäíó èç êîîðäèíàòíûõ k-ïëîñêîñòåé, ïî-
ëó÷àåì îäíó èç áàçèñíûõ k-ôîðì xI .

Îïðåäåëèòåëè

• Ìíîãèå ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ñëåäóþò
èç ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëåé.

• Ðàññìàòðèâàÿ êàæäóþ ñòðîêó n × n îïðåäåëèòåëÿ
êàê ñïèñîê êîîðäèíàò âåêòîðà èç Rn, âîñõèòèìñÿ
ëèíåéíîñòüþ îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêàì è ñìåíîé
çíàêà ïðè ïåðåñòàíîâêå ìåñòàìè ëþáîé ïàðû ñòðîê.

• Îïðåäåëèòåëü çàäà¼ò âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå âíåøíèõ
ôîðì, îáóñëîâëèâàÿ åãî àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà.

• ßêîáèàíû åñòåñòâåííî âîçíèêàþò ïðè çàìåíå ïåðå-
ìåííûõ â äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðìàõ.

Ìóëüòèèíäåêñû

• Ìóëüòèèíäåêñû ïîìîãàþò ìåíüøå ïèñàòü, áîëüøå
äóìàòü.

• Áóäåì ïèñàòü C(n, k) =
{
I ⊆ {1..n} | #I = k

}
.

• Îáû÷íî ïîäðàçóìåâàåì I = {i1 < i2 < · · · < ik}.
• Â íà÷àëå êóðñà aI = ai1i2...ik

� ÷èñëà, à ïîçæå �
ôóíêöèè aI(x) îò x = (x1, . . . , xn).

• Èíäåêñû ðàñòóò â xi1 ∧ xi2 ∧ · · · ∧ xik = xI .
• Èíäåêñû ðàñòóò â dxi1 ∧ dxi2 ∧ · · · ∧ dxik = dxI .
• Èíîãäà áûâàåò ïîëåçåí âòîðîé ìóëüòèèíäåêñ J ,
íàïðèìåð, â ÿêîáèàíàõ:

D(yJ)
D(xI)

=
D(yj1 , yj2 , . . . , yjk)
D(xi1 , xi2 , . . . , xik)

.

Õîòÿ â ýòîé çàïèñè xi è yj ðàçäåëåíû çàïÿòûìè, à
íå çíà÷êàìè ∧, ïåðåñòàíîâêà ïàðû ïåðåìåííûõ äà¼ò
ñìåíó çíàêà.

Âíåøíèå 1- è 2-ôîðìû

• Ðàáîòàåì â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå V ðàçìåðíîñòè n.
• 1-ôîðìîé íà V íàçûâàåòñÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íà V .
• 1-ôîðìû îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî V ∗.
• Êîãäà â V âûáðàí áàçèñ, âñÿêàÿ 1-ôîðìà çàïèñûâà-
åòñÿ â âèäå

ω1 =
∑

1≤i≤n

aix
i,

ãäå ai � ÷èñëà, à áàçèñíûå 1-ôîðìû xi � êîîðäèíàò-
íûå ôóíêöèè.

• Áèëèíåéíàÿ 2-ôîðìà íà V åñòü ôóíêöèÿ ω2 äâóõ
àðãóìåíòîâ èç V ëèíåéíàÿ ïî êàæäîìó.

• Åñëè áèëèíåéíàÿ ôîðìà åù¼ è êîñîñèììåòðè÷íà:
ω2(v1, v2) = −ω2(v2, v1)

äëÿ âñåõ vi ∈ V , òî å¼ íàçûâàþò âíåøíåé.
• Ðàáîòà îäíîðîäíîãî ñèëîâîãî ïîëÿ � 1-ôîðìà íà R3.
• Ïîòîê îäíîðîäíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé ÷åðåç ïàðàëëåëî-
ãðàìì � âíåøíÿÿ 2-ôîðìà íà R3.

• Âíåøíèå 2-ôîðìû íà V îáðàçóþò ëèíåéíîå ïðî-
ñòðàíñòâî Λ2V ∗.

• Ðàáîòàÿ òîëüêî ñ âíåøíèìè ôîðìàìè, ÷àñòî áóäåì
îïóñêàòü ñëîâî âíåøíÿÿ.

Âíåøíèå k-ôîðìû

• Ôóíêöèè k àðãóìåíòîâ èç V , ëèíåéíûå ïî êàæäîìó
è êîñîñèììåòðè÷íûå ïî êàæäîé èõ ïàðå, íàçûâàþò
âíåøíèìè k-ôîðìàìè íà V .

• ×èñëî àðãóìåíòîâ k íàçûâàþò ñòåïåíüþ ôîðìû.
• Êîãäà â V âûáðàí áàçèñ, âñÿêàÿ k-ôîðìà çàïèñûâà-
åòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ìóëüòèèíäåêñîâ â âèäå

ωk =
∑

I∈C(n,k)

aIx
I ,

ãäå aI � ÷èñëà, à áàçèñíûå k-ôîðìû xI � âíåøíèå
ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ 1-ôîðì xi ïî i ∈ I.

• Ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ΛkV ∗ âíåøíèõ
k-ôîðì íà V ðàâíà ÷èñëó ñî÷åòàíèé Ck

n.
• Îðèåíòèðîâàííûå îáú¼ìû ôóíäàìåíòàëüíû.
• x1 ∧ x2 ∧ · · · ∧ xn � ôîðìà îáú¼ìà â äåêàðòîâûõ êî-
îðäèíàòàõ.

• Âñå n-ôîðìû ïðîïîðöèîíàëüíû ôîðìå îáú¼ìà.
• Íåíóëåâûõ ôîðì íà V ñòåïåíè k > n = dim V íåò.
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Âíåøíåå óìíîæåíèå

• Ïðè âíåøíåì óìíîæåíèè ñòåïåíè ñêëàäûâàþòñÿ.
• Åñëè ω1

i ýòî 1-ôîðìû, òî âû÷èñëåíèå íà ïàðå ξ1,
ξ2 ∈ V ïî ôîðìóëå

(ω1
1 ∧ ω1

2)(ξ1, ξ2) = det[ω1
i (ξj)]

îïðåäåëÿåò 2-ôîðìó ω1
1 ∧ ω1

2 .
• Âèäíî, ÷òî ω1

1 ∧ ω1
2 = −ω1

2 ∧ ω1
1 .

• Àíàëîãè÷íî, ω1
1 ∧ ω1

2 ∧ · · · ∧ ω1
k çàäà¼òñÿ çíà÷åíèÿìè

(ω1
1 ∧ . . . ω1

2 ∧ · · · ∧ ω1
k)(ξ1, . . . , ξk) = det[ω1

i (ξj)],

à ïåðåñòàíîâêà ëþáîé ïàðû ñîìíîæèòåëåé âëå÷åò
ñìåíó çíàêà.

• Âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ áàçèñíûõ 1-ôîðì xi

ñîçäàþò áàçèñíûå ôîðìû xI âñåõ ñòåïåíåé:
xI = xi1 ∧ xi2 ∧ · · · ∧ xik

ïðè I = {i1 < i2 < · · · < ik}.
• Ïîâòîðîâ èíäåêñîâ çäåñü íåò, èáî îíè çàíóëÿþò
ôîðìó; ðîñò èíäåêñîâ ñëåâà íàïðàâî äîñòèãàåòñÿ
ïåðåñòàíîâêàìè ñîìíîæèòåëåé.

• Èç ñâîéñòâ îïðåäåëèòåëåé âûòåêàåò, ÷òî ëþáûå
ôîðìû ìîæíî óìíîæàòü, ðàñïèñûâàÿ èõ â ñóììû
áàçèñíûõ, óìíîæàÿ áàçèñíûå, çàòåì ñêëàäûâàÿ âñå
ïîëó÷åííûå ïðîèçâåäåíèÿ, ïîìíÿ î ïåðåñòàíîâêàõ.

• Èìååòñÿ è áåñêîîðäèíàòíàÿ ôîðìóëà äëÿ ωk ∧ ωl.

Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà

• Ëèíåéíîñòü (èëè äèñòðèáóòèâíîñòü):
(α1ω

k1 + α2ω
k2) ∧ ω` = α1ω

k1 ∧ ω` + α2ω
k2 ∧ ω`.

• Àññîöèàòèâíîñòü:
(ωk ∧ ω`) ∧ ωm = ωk ∧ (ω` ∧ ωm).

• Ñóïåðêîììóòàòèâíîñòü:
ωk ∧ ω` = (−1)k` ω` ∧ ωk .

• Ýòè çàêîíû îçíà÷àþò, ÷òî âçÿòûå âñå âìåñòå, âíåø-
íèå ôîðìû íà V îáðàçóþò âíåøíþþ àëãåáðó

Λ•V ∗ =
⊕

0≤k≤n

ΛkV ∗.

• Ýòè àëãåáðû òàêæå íàçûâàþò àëãåáðàìè Ãðàññìàíà.

Äèôô. ôîðìû íà îáëàñòÿõ â Rn

• Îáëàñòüþ U íàçûâàþò îòêðûòîå ìíîæåñòâî.
• Äèôôåðåíöèàëüíûå 0-ôîðìû íà U � ïðîñòî ãëàäêèå
ôóíêöèè.

• Åñëè ôóíêöèÿ f : U → R äèôôåðåíöèðóåìà â x ∈ U ,
òî dfx ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé íà êàñàòåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå TxU . Çíà÷èò, dfx � 1-ôîðìà íà TxU .

• Åñëè f âåçäå äèôôåðåíöèðóåìà íà U , òî ïîëó÷àåì 1-
ôîðìû íà âñåõ êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Âìåñòå
îíè äàþò äèôôåðåíöèàëüíóþ 1-ôîðìó df íà U .

• Â êîîðäèíàòàõ ïèøåì
dfx =

∑
1≤i≤n

∂f

∂xi
(x) dxi.

Çäåñü dxi � êîîðäèíàòíûå ôîðìû; ðàíåå ýòó ðîëü
èãðàëè xi, íî òåïåðü îíè ñòàëè êîîðäèíàòàìè íà U ,
à êîîðäèíàòû íà êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ è åñòü
dxi.

• Íà U çàäàíà äèôôåðåíöèàëüíàÿ k-ôîðìà ω, åñëè â
êàæäîé òî÷êå x ∈ U îïðåäåëåíà âíåøíÿÿ k-ôîðìà
ω(x) íà TxU .

• Ðàáîòà ñèëîâîãî ïîëÿ � 1-ôîðìà íà R3.
• Ïîòîê ïîëÿ ñêîðîñòåé ÷åðåç ïàðàëëåëîãðàìì �
âíåøíÿÿ 2-ôîðìà íà R3.

• Âñÿêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ k-ôîðìà íà U â êîîðäè-
íàòàõ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

ωk(x) =
∑

I∈C(n,k)

aI(x)dxI .

Ôóíêöèè aI(x) íàçûâàþò êîýôôèöèåíòàìè ω.
• Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò ãëàäêèå äèôôåðåíöèàëüíûå
ôîðìû, ò.å. ñ ãëàäêèìè êîýôôèöèåíòàìè.

• Ωk(U) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ ãëàäêèõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ k-ôîðì íà U .

• Âíåøíåå óìíîæåíèå äåëàåò àëãåáðîé ïðÿìóþ ñóììó
Ω•(U) =

⊕
0≤k≤n

Ωk(U).

• Äàæå ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðîé: ñòåïåíü ôîðìû è
åñòü ãðàäóèðîâêà.

• Ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî ãëàäêàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-
ôîðìà íà U � ýòî ãëàäêîå îòîáðàæåíèå êàñàòåëüíîãî
ðàññëîåíèÿ TU â R ëèíåéíîå íà ñëîÿõ TxU .

• ×òîáû â ýòîì æå äóõå âûñêàçàòüñÿ î äèôôåðåíöè-
àëüíîé k-ôîðìå íà U , ïðèä¼òñÿ ñòðîèòü ðàññëîåíèå
ΛkTU , ò.å. k-óþ âíåøíþþ ñòåïåíü ðàññëîåíèÿ TU .
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Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû íà R3

• Ðàáîòàåì â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ (x, y, z).
• Ìîæåì îãðàíè÷èâàòüñÿ îáëàñòüþ â R3.
• Ïåðå÷åíü äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì íà R3:

k îáùèé âèä ôîðì
0 ω0 = f(x, y, z)
1 ω1 = P dx + Qdy + R dz

2 ω2 = P dy ∧ dz + Qdz ∧ dx + R dx ∧ dy

3 ω3 = f(x, y, z) dx ∧ dy ∧ dz

Çäåñü f , P , Q è R � ëþáûå ãëàäêèå ôóíêöèè íà R3.
• Êîýôôèöèåíòû ôîðì äîïîëíèòåëüíûõ ñòåïåíåé òóò
îáîçíà÷åíû îäèíàêîâûìè áóêâàìè, ÷òîáû ïîä÷åð-
êíóòü èçîìîðôèçì Ωk(R3) ' Ω3−k(R3) ëèíåéíûõ
ïðîñòðàíñòâ.

• Ýòîò èçîìîðôèçì ïåðåæèâ¼ò çàìåíó âñåõ òðîåê íà n.
• Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈u, v〉 çàäà¼ò èçîìîðôèçì
ìåæäó ãëàäêèìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè íà R3 è äèô-
ôåðåíöèàëüíûìè 1-ôîðìàìè íà R3:

F 7→ ω1
F, ãäå ω1

F(ξ) = 〈F, ξ〉 .

• Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå 〈u, v, w〉 çàäà¼ò èçîìîð-
ôèçì ìåæäó ãëàäêèìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè íà R3 è
äèôôåðåíöèàëüíûìè 2-ôîðìàìè íà R3:

V 7→ ω2
V, ãäå ω2

V(ξ1, ξ2) = 〈V, ξ1, ξ2〉 .

• ω1
F � ôîðìà ðàáîòû, ω2

V � ôîðìà ïîòîêà.

Ðàáîòà âäîëü êðèâîé

• Ðàáîòàåì â îáëàñòè U ⊂ R3, ãäå èìååòñÿ âåêòîðíîå
ïîëå F = (P,Q,R).

• Çàäà¼ì â U ãëàäêèé ïóòü îòîáðàæåíèåì γ : I → U
îòðåçêà I = [0, 1].

• Íàõîæäåíèå ðàáîòû ïîëÿ F âäîëü ïóòè γ ïîñðåä-
ñòâîì ìåëêîãî ðàçáèåíèÿ ïóòè è ïðåäåëüíîãî ïåðå-
õîäà â èíòåãðàëüíûõ ñóììàõ ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ
èíòåãðàëà âäîëü ïóòè, ôàêòè÷åñêè âû÷èñëÿåìîãî
èíòåãðèðîâàíèåì ïî I.

• Ïîëó÷àåìóþ ôîðìóëó â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ
çàïèñûâàþò â âèäå

A =
∫

γ

P dx + Qdy + R dz =
∫

γ

ω1
F.

• Â òåðìèíàõ ïåðåíîñà ôîðì âûõîäèò, ÷òî∫
γ(I)

ω1
F =

∫
I
γ∗ω1

F.

• Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê îïðåäåëåíèå
èíòåãðàëà 1-ôîðìû ïî êðèâîé.

• Îðèåíòàöèÿ ïóòè, óíàñëåäîâàííàÿ ñ åñòåñòâåííîé
îðèåíòàöèè I, ó÷èòûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì âíóòðè èíòåãðàëüíûõ ñóìì.

Ïîòîê ÷åðåç ïîâåðõíîñòü

• Ðàáîòàåì â îáëàñòè U ⊂ R3, ãäå èìååòñÿ âåêòîðíîå
ïîëå V = (P,Q,R).

• Ðàññìîòðèì â U ãëàäêóþ ïîâåðõíîñòü S, ïàðàìåòðè-
çîâàííóþ îòîáðàæåíèåì ϕ : I2 → S è îðèåíòèðîâàí-
íóþ ïîëåì íåíóëåâûõ íîðìàëåé.

• Íàõîæäåíèå ïîòîêà ïîëÿ V ÷åðåç S ïîñðåäñòâîì
ìåëêîãî ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòè è ïðåäåëüíîãî ïåðå-
õîäà â èíòåãðàëüíûõ ñóììàõ ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ èí-
òåãðàëà ïî ïîâåðõíîñòè, ôàêòè÷åñêè âû÷èñëÿåìîãî
èíòåãðèðîâàíèåì ïî I2.

• Ïîëó÷àåìóþ ôîðìóëó â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ
çàïèñûâàþò â âèäå
F =

∫
S

P dy ∧ dz + Qdz ∧ dx + R dx ∧ dy =
∫

S

ω2
V.

• Â òåðìèíàõ ïåðåíîñà ôîðì âûõîäèò, ÷òî∫
ϕ(I2)

ω2
V =

∫
I2

ϕ∗ω2
V.

• Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê îïðåäåëåíèå
èíòåãðàëà 2-ôîðìû ïî ïîâåðõíîñòè.

• Îðèåíòàöèÿ ïîâåðõíîñòè ó÷èòûâàåòñÿ ñìåøàííûì
ïðîèçâåäåíèåì âíóòðè èíòåãðàëüíûõ ñóìì.

Ïåðåíîñ ôîðì â êîîðäèíàòàõ

• Ðàáîòàåì ñ ãëàäêèì îòîáðàæåíèåì ϕ : U → V îá-
ëàñòè U ⊂ Rm â îáëàñòü V ⊂ Rn.

• Ïî ôóíêöèè f : V → R êîìïîçèöèåé ñ ϕ ñòðîèì
ôóíêöèþ ϕ∗f : U → R, òî åñòü ϕ∗f(x) = f(ϕ(x)).

• Ýòî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ϕ∗ : Ω0(V ) → Ω0(U).
• Çàïèøåì ϕ : U → V â êîîðäèíàòàõ êàê y = y(x).
Áàçèñíàÿ k-ôîðìà aJ(y)dyJ ïåðåíîñèòñÿ íà U ïðÿ-
ìîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ:

ϕ∗(aJ(y)dyJ) = ϕ∗(aJ(y))
∑

I∈C(m,k)

DyJ

DxI
dxI .

• Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ϕ∗ : Ωk(V ) → Ωk(U) ïåðåíî-
ñÿùåå âñå k-ôîðìû ïîëó÷àåì ïðîäîëæåíèåì ïî ëè-
íåéíîñòè.

• Ïåðåíîñ ôîðì èä¼ò â ñòîðîíó, îáðàòíóþ ê ϕ.
• Çíà÷èò, ôîðìû êîíòðàâàðèàíòíû.
• Ïåðåíîñ ôîðì óâàæàåò âíåøíåå óìíîæåíèå:

ϕ∗(ωk ∧ ω`) = ϕ∗(ωk) ∧ ϕ∗(ω`) .

• Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ýòî ñâîéñòâî íà ωk = aIdxI

è ω` = bJdxJ . Ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé àêêóðàòíîñòè
âû÷èñëåíèå ñâîäèòñÿ ê ðàñêðûòèþ îïðåäåëèòåëåé.

• Çíà÷èò, ϕ∗ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì àëãåáð.
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Ïåðåíîñ èíòåãðèðîâàíèÿ

• Èíòåãðèðóþò k-ôîðìû ëèøü ïî k-ìåðíûì îáúåêòàì.
• Åñëè k-ôîðìà f(x) dx1 ∧ · · · ∧ dxk çàäàíà â îáëàñòè

U ⊂ Rk, òî äëÿ çàìêíóòîãî B ⊂ U ïîëàãàåì∫
B

f(x) dx1 ∧ · · · ∧ dxk =
∫

B

f(x) dx1 . . . dxk.

• Åñëè ïîâåðõíîñòü S ëåæèò â îáëàñòè V ⊂ Rn, òî äëÿ
êàæäîé òî÷êè x ∈ S êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî TxS
ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì TxV .

• Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ω íà V çàäà¼ò äèôôåðåí-
öèàëüíóþ ôîðìó ω|S íà S ïîñðåäñòâîì ñóæåíèÿ.

• Åñëè S ⊂ Rn � ãëàäêàÿ k-ìåðíàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ
ïîâåðõíîñòü, ïàðàìåòðèçîâàííàÿ ϕ : B → S, à ω �
k-ôîðìà íà S, òî∫

S

ω =
∫

ϕ(B)

ω = ±
∫

B

ϕ∗ω.

• Ñîãëàñîâàííîñòü/ïðîòèâîïîëîæíîñòü îðèåíòàöèè S
è îðèåíòàöèè ïðèíåñ¼ííîé ϕ äèêòóåò âûáîð çíàêà.

• Çíà÷åíèå èíòåãðàëà íå áóäåò çàâèñåòü îò ϕ.
• Ýòî ñëåäóåò èç ôîðìóëû çàìåíû ïåðåìåííûõ â
êðàòíîì èíòåãðàëå è ôîðìóëû ïåðåíîñà ôîðì â êî-
îðäèíàòàõ: â îáåèõ îäèí è òîò æå ÿêîáèàí.

• Êóñî÷íî ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíå-
íèåì ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé Si, ïåðåñåêàþùèõñÿ ïî
ìíîæåñòâàì ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

• Ðàñïðîñòðàíÿåì èíòåãðèðîâàíèå k-ôîðì íà k-ìåð-
íûå êóñî÷íî ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè, ïîëàãàÿ∫

S

ω =
∑

i

∫
Si

ω.

• Ìîæíî ãîâîðèòü ìíîãîîáðàçèÿ, à íå ïîâåðõíîñòè.

Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè

• Âëîæåíèå ãëàäêîé k-ìåðíîé îðèåíòèðîâàííîé ïî-
âåðõíîñòè S â Rn ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì îïðå-
äåëÿåò íà S ôîðìó îáú¼ìà dS.

• Ïðè ñìåíå îðèåíòàöèè ôîðìà dS ìåíÿåò çíàê.
• Ïîýòîìó ïëîùàäü, à òî÷íåå, k-ìåðíûé îáú¼ì∫

S

dS

ïîâåðõíîñòè S íå çàâèñèò îò å¼ îðèåíòàöèè.
• Ðàçáèåíèåì íà êóñêè ýòî îïðåäåëåíèå ðàñïðîñòðàíÿ-
åòñÿ äàæå íà íåîðèåíòèðóåìûå ïîâåðõíîñòè, âåäü äî-
ñòàòî÷íî ìàëûå èõ êóñêè âñåãäà îðèåíòèðóåìû.

• Òàêîãî ðîäà èíòåãðàëàìè íàõîäèòñÿ ìàññà è ò.ï.:
M(S) =

∫
S

ρ dS.

Ïåðåíîñ ôîðì áåñêîîðäèíàòíî

• Îïÿòü ðàáîòàåì ñ îòîáðàæåíèåì îáëàñòåé ϕ : U → V .
• Äèôôåðåíöèàëüíûå k-ôîðìû íà V îòëè÷àþòñÿ îò
ôóíêöèé íà V çàâèñèìîñòüþ ñâîèõ çíà÷åíèé íå
òîëüêî îò òî÷êè â V , íî è îò k êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ
â íåé. ×òîáû ïåðåíåñòè k-ôîðìó íà U , íåîáõîäèìî
âìåñòå ñ òî÷êàìè ïåðåíîñèòü êàñàòåëüíûå âåêòîðà.

• Äèôôåðåíöèàë ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ ϕ : U → V â
x ∈ U � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Dxϕ : TxU → Tϕ(x)V .Îíî êàê ðàç è ïåðåíîñèò êàñàòåëüíûå âåêòîðà.

• Âîçüìåì ω ∈ Ω1(V ), òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè y ∈ V
èìååì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ω(y) íà TyV ; å¼ çíà÷åíèÿ
ω(y)(η) � ÷èñëà, ãäå η � êàñàòåëüíûé âåêòîð ê V
â y. Äëÿ x ∈ U è ξ ∈ TxU ïîäñòàíîâêîé y = ϕ(x) è
η = Dxϕ(ξ) ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñëà

ϕ∗ω(x)(ξ) = ω(ϕ(x))(Dxϕ(ξ)).

Ýòî äà¼ò ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ϕ∗ω(x) íà TxU , è òåì
ñàìûì, äèôôåðåíöèàëüíóþ 1-ôîðìó ϕ∗ω íà U .

• Òî÷íî òàêæå ïåðåíîñèì k-ôîðìû:
ϕ∗ω(x)(ξ1, . . . , ξk) = ω(ϕ(x))(Dxϕ(ξ1), . . . , Dxϕ(ξk)).

• Ïîëó÷èì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ϕ∗ : Ω•(V ) → Ω•(U).
• Êîîðäèíàòíàÿ ôîðìóëà ñëåäóåò.

Âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå

• Ðàáîòàåì â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ â Rn.
• Âíåøíèé äèôôåðåíöèàë 0-ôîðìû � å¼ îáû÷íûé
äèôôåðåíöèàë êàê ôóíêöèè.

• Âíåøíèé äèôôåðåíöèàë áàçèñíîé k-ôîðìû aI(x)dxI

îïðåäåëÿåì ôîðìóëîé
d(aI(x)dxI) = daI(x) ∧ dxI .

Èçâåñòíî óæå, ÷òî çäåñü êðîåòñÿ çà daI(x), èáî aI(x)
ýòî ôóíêöèÿ.

• Åñëè daI(x) âêëþ÷àåò ñëàãàåìûå ñ òàêèìè dxi ÷òî
i ∈ I, îíè ïðîñòî îáíóëÿòñÿ ïðè óìíîæåíèè íà
dxI , à â îñòàâøèõñÿ ñëàãàåìûõ íàäî äëÿ ïîðÿäêà
ïåðåñòàâèòü ïîÿâèâøèåñÿ ñëåâà äèôôåðåíöèàëû è
ïðèâåñòè ïîäîáíûå.

• ×òîáû âïðåäü äèôôåðåíöèàë ñóììû âñåãäà ðàâíÿëñÿ
ñóììå äèôôåðåíöèàëîâ, äëÿ

ωk(x) =
∑

I∈C(n,k)

aI(x)dxI

ïðèõîäèòñÿ ïîëîæèòü
dωk(x) =

∑
I∈C(n,k)

daI(x) ∧ dxI .

• Âíåøíèé äèôôåðåíöèàë k-ôîðìû � âñåãäà (k + 1)-
ôîðìà. Ïîëó÷àåì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå

d : Ωk(U) → Ωk+1(U).
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Ïðàâèëî Ëåéáíèöà

• Äëÿ ôóíêöèé èìååì
d(f · g) = df · g + f · dg.

• Äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì èìååì
d(ωk ∧ ω`) = dωk ∧ ω` + (−1)kωk ∧ dω` .

• Ïðàâèëî ëåãêî ïðîâåðèòü íà aI(x)dxI ∧ bJ(x)dxJ , è â
ñèëó ëèíåéíîñòè ýòîãî äîñòàòî÷íî.

• Ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå d êàê îáúåêò ñòåïåíè 1,
âåäü åãî ïðèìåíåíèå ê ôîðìå ïîâûøàåò å¼ ñòåïåíü
íà 1. Òîãäà ëåãêî çàïîìíèòü çíàêè â ïðàâèëå Ëåéá-
íèöà: âî âòîðîì ñëàãàåìîì ïðàâîé ÷àñòè ïðîèçîøëà
ïåðåñòàíîâêà îáúåêòà ñòåïåíè 1 è îáúåêòà ñòåïåíè k.

Ïåðåíîñ äèôôåðåíöèàëà

• Èçîáðàçèì âíåøíèé äèôôåðåíöèàë è ïåðåíîñ ôîðì
äèàãðàììîé

U

ϕ

��

Ω0(U) d // Ω1(U) d // Ω2(U) d // . . .

V Ω0(V ) d //

ϕ∗

OO

Ω1(V ) d //

ϕ∗

OO

Ω2(V ) d //

ϕ∗

OO

. . .

• Óæå çíàêîìîå ñâîéñòâî èíâàðèàíòíîñòè äèôôåðåí-
öèàëà ôóíêöèé â òåïåðåøíèõ òåðìèíàõ çàïèñûâà-
åòñÿ êàê

d(ϕ∗f) = ϕ∗(df),

ò.å. êàê ðàâåíñòâî äâóõ ïóòåé ïî ñòðåëêàì ëåâîãî
êâàäðàòà äèàãðàììû.

• Îáîáùåíèå íà âñå äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû:
d(ϕ∗ω) = ϕ∗(dω) .

• Ðàâåíñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü íà ω = aI(x)dxI . Â
d(ϕ∗ω) ïðàâèëî Ëåéáíèöà äà¼ò äâà ñëàãàåìûõ; îäíî
çàíóëèòñÿ, à âòîðîå ïðîñòî ðàâíî ϕ∗(dω).

• Ñìûñë ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà: âíåøíåå äèôôåðåí-
öèðîâàíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà êîîðäèíàò, ÿâëÿÿñü
èíâàðèàíòíîé îïåðàöèåé.

• Íåçàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòà îò ïóòè ïðîõîäà ïî ñòðåë-
êàì íàçûâàþò êîììóòàòèâíîñòüþ äèàãðàììû.

Äèôôåðåíöèàë ÷åðåç ïðèðàùåíèå

• Ðàáîòàåì íà n-ìåðíîì ìíîãîîáðàçèè M , îêîëî òî÷êè
x ëîêàëüíî ïàðàìåòðèçîâàííîì ϕ : U → M .

• Äîïóñòèì, ÷òî íà M çàäàíà k-ôîðìà ωk.
• Â êàæäîé òî÷êå x îáðàòèì äèôôåðåíöèàë Dxϕ.

• Âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè U åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿ-
åì êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê U ñ îáúåìëþùèì Rn.

• Òîãäà åñëè ξ ∈ TxM , òî åãî ïðîîáðàç ξ∗ = (Dxϕ)−1(ξ)
ëåæèò â Rn.

• Ïðîîáðàçîì ïàðàëëåëåïèïåäà â TxM íà ξ1, . . . , ξk+1áóäåò ïàðàëëåëåïèïåä Π∗ â Rn íà ξ∗1 , . . . , ξ∗k+1.
• Îáðàç Π = ϕ(Π∗) � ìàëåíüêèé êóñîê â M , êðèâîëè-
íåéíûé ïàðàëëåëåïèïåä.

• Ðàññìîòðèì ïðèðàùåíèå

F (ξ1, . . . , ξk+1) =
∫

∂Π

ω.

• Ôóíêöèÿ F êîñîñèììåòðè÷íà ïî ξ.
• Ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ãëàâíàÿ (k + 1)-ëèíåéíàÿ
÷àñòü ïðèðàùåíèÿ F : òàêàÿ âíåøíÿÿ (k + 1)-ôîðìà
Ω íà TxM , ÷òî ïðè ε → 0

F (εξ1, . . . , εξk+1) = εk+1Ω(ξ1, . . . , ξk+1) + o(εk+1).

• Ôîðìà Ω íå çàâèñèò îò âûáîðà ϕ.
• Ôîðìà Ω íàçûâàåòñÿ âíåøíåé ïðîèçâîäíîé ôîðìû

ωk â òî÷êå x ∈ M .
• Âû÷èñëåíèå Ω â êîîðäèíàòàõ ïðèâîäèò ê ðàíåå
ââåä¼ííîìó ïðàâèëó íàõîæäåíèÿ âíåøíåãî äèôôå-
ðåíöèàëà dωk.

• Òàêèì îáðàçîì, çäåñü îïðåäåëÿåì äèôôåðåíöèðîâà-
íèå ÷åðåç èíòåãðèðîâàíèå!

Äèôôåðåíöèàë äèôôåðåíöèàëà

• Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî d(df(x)) ≡ 0 äëÿ
ãëàäêîé ôóíêöèè f(x) íà U ââèäó ñâîéñòâà ñìåøàí-
íûõ âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è àíòèêîììóòèðî-
âàíèÿ 1-ôîðì.

• Ïðàâèëî Ëåéáíèöà äà¼ò d(d(aI(x)dxI)) ≡ 0. Çàêëþ-
÷àåì ïî ëèíåéíîñòè, ÷òî d(dω) ≡ 0 äëÿ âñåõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ ôîðì ω.

• Êðàòêî çàïèøåì ñåé çàìå÷àòåëüíûé ôàêò êàê
d2 = 0 .

• Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå d : Ω•(U) → Ω•+1(U) îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ ñâîéñòâàìè: îáû÷íûé
äèôôåðåíöèàë íà Ω0; ïðàâèëî Ëåéáíèöà; d2 = 0.
Çíà÷èò, èõ ìîæíî áûëî ïðèíÿòü â êà÷åñòâå îïðåäå-
ëåíèÿ âíåøíåãî äèôôåðåíöèàëà.

• Íàëè÷èå òàêîãî d äåëàåò Ω•(U) äèôôåðåíöèàëüíîé
ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðîé.

• Ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ ϕ∗ : Ω•(V ) → Ω•(U) ïåðåíîñà
ôîðì îçíà÷àþò, ÷òî ϕ∗ � ãîìîìîðôèçì äèôôåðåí-
öèàëüíûõ ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð.
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Ãðàäèåíò, ðîòîð, äèâåðãåíöèÿ

• Èñïîëüçóÿ èçîìîðôèçìû ìåæäó âåêòîðíûìè ïîëÿìè
è ôîðìàìè, çàïèøåì âíåøíåå äèôôåðåíöèðîâàíèå
ôîðì íà R3 â âèäå òð¼õ îïåðàöèé íàä âåêòîðíûìè è
ñêàëÿðíûìè ïîëÿìè:

f = ω0 7→ dω0 = ω1
g 7→ g = grad f ;

F 7→ ω1
F 7→ dω1

F = ω2
r 7→ r = rotF;

V 7→ ω2
V 7→ dω2

V = ω3
ρ 7→ ρ = div V.

• Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ
ãðàäèåíòà, ðîòîðà è äèâåðãåíöèè:

grad f = (fx, fy, fz),
rot(P,Q,R) = (Ry −Qz, Pz −Rx, Qx − Py),
div(P,Q,R) = Px + Qy + Rz.

• Ââèäó èíâàðèàíòíîñòè âíåøíåãî äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ, grad, rot è div åñòü èíâàðèàíòíûå îïåðàöèè.

• ∇f = grad f , ∇× F = rotF, ∇ ·V = div V.

Îäíà ôîðìà íà êóáèêå

• Ïîðàáîòàåì â n-ìåðíîì êóáèêå In = [0, 1]n.
• Ðàññìîòðèì (n− 1)-ôîðìó ω = a(x) dx2 ∧ · · · ∧ dxn.
• Èìååì dω = ∂a

∂x1
(x) dx1 ∧ dx2 ∧ · · · ∧ dxn.

• Èíòåãðàë dω ïî In ðàâåí îáû÷íîìó n-êðàòíîìó:∫
In

dω =
∫

In

∂a

∂x1
(x) dx1 . . . dxn.

• Ïåðåïèøåì åãî â âèäå ïîâòîðíîãî èíòåãðàëà: ñïåðâà
îáû÷íûé èíòåãðàë ïî x1, çàòåì (n − 1)-êðàòíûé ïî
îñòàëüíûì ïåðåìåííûì.

• Âçÿòèå âíóòðåííåãî èíòåãðàëà ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�
Ëåéáíèöà äà¼ò ðàçíîñòü èíòåãðàëîâ ïî äâóì ãðàíÿì:∫

In

dω =

(∫
{x1=1}

−
∫
{x1=0}

)
a(x) dx2 . . . dxn.

• Ðàçîáðàâøèñü ñ ñîãëàñîâàííîñòüþ îðèåíòàöèé, ïåðå-
ïèøåì ýòî êàê èíòåãðàë îò äèôôåðåíöèàëüíîé ôîð-
ìû ïî ñîñòîÿùåé èç äâóõ êóñêîâ ïîâåðõíîñòè:∫

In

dω =

(∫
{x1=1}

+
∫
{x1=0}

)
ω.

• Íà âñåõ îñòàëüíûõ ãðàíÿõ êóáèêà ðàâåí íóëþ êàêîé-
òî èç dxi, i > 1, à çíà÷èò, è âñÿ ôîðìà ω. Ïðèáàâëÿÿ
ýòó êó÷êó íóëåé, ïîëó÷àåì∫

In

dω =
∫

∂In

ω.

• Òî æå äëÿ ëþáîé áàçèñíîé (n− 1)-ôîðìû.
• Â ñèëó ëèíåéíîñòè èíòåãðàëà âûâåäåííàÿ ôîðìóëà
Ñòîêñà âåðíà äëÿ âñÿêîé (n− 1)-ôîðìû íà êóáèêå.

Ãëàâíàÿ ôîðìóëà êóðñà

• Ïåðåíîñ ôîðì, äèôôåðåíöèàëà è èíòåãðàëà îáåñ-
ïå÷èâàåò ïðèìåíèìîñòü ôîðìóëû Ñòîêñà âî âñÿêîì
äèôôåîìîðôíîì êóáèêó êóñêå Rk.

• Òàêèå êóñêè íàçûâàþò êëåòêàìè.
• Ðàññìîòðèì â Rn êóñî÷íî ãëàäêîå îðèåíòèðóåìîå
êîìïàêòíîå k-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå M ñ êðàåì.

• Ìîæíî ðàçáèòü M íà êîíå÷íîå ÷èñëî êëåòîê òàê,
÷òî îáùàÿ ÷àñòü ãðàíèö äâóõ ñîñåäíèõ êëåòîê âñåãäà
áóäåò êëåòêîé ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè.

• Îðèåíòàöèè, ïðèäàâàåìûå ýòîé îáùåé ãðàíèöå ñîñåä-
íèìè êëåòêàìè, âñåãäà ïðîòèâîïîëîæíû äðóã äðóãó.

• Åñëè íà M çàäàíà k-ôîðìà ω, âîçüìåì ôîðìóëû
Ñòîêñà äëÿ êàæäîé k-ìåðíîé êëåòêè â ðàçáèåíèè M
è ñëîæèì èõ âñå.

• Âêëàäû ÷àñòåé ãðàíèö êëåòîê, îêàçûâàþùèõñÿ íå íà
ãðàíèöå M , óíè÷òîæàþò äðóã äðóãà.

• Îñòàþòñÿ âêëàäû òîëüêî òåõ ÷àñòåé ãðàíèö êëåòîê,
êîòîðûå ðàçáèâàþò ãðàíèöó ñàìîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

• Â ñèëó àääèòèâíîñòè èíòåãðàëà ïîëó÷àåì
∫

M

dω =
∫

∂M

ω

×àñòíûå ñëó÷àè ãëàâíîé ôîðìóëû

• n = 1, k = 1: ðàçíîñòü ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè
ðàâíà èíòåãðàëó å¼ äèôôåðåíöèàëà ïî îòðåçêó. Ýòî
ôîðìóëà Íüþòîíà�Ëåéáíèöà.

• n = 2, k = 1: èíòåãðàë òî÷íîé 1-ôîðìû ïî ïëîñêîé
êðèâîé ðàâåí ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ íà å¼ êîíöàõ.

• n = 3, k = 1: òî æå äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé.
• n = 2, k = 2: èíòåãðàë 1-ôîðìû ïî çàìêíóòîé ïëîñ-
êîé êðèâîé ðàâåí èíòåãðàëó äèôôåðåíöèàëà ôîðìû
ïî îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýòîé êðèâîé. Ïîëó÷àåì
ôîðìóëó Ãðèíà.

• n = 3, k = 2: èíòåãðàë 1-ôîðìû ïî çàìêíóòîé ïðî-
ñòðàíñòâåííîé êðèâîé ðàâåí èíòåãðàëó äèôôåðåí-
öèàëà ôîðìû ïî ëþáîé ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè, îãðà-
íè÷åííîé ýòîé êðèâîé. Ïîëó÷àåì ôîðìóëó Ñòîêñà.

• n = 3, k = 3: èíòåãðàë 2-ôîðìû ïî çàìêíóòîé ïî-
âåðõíîñòè ðàâåí èíòåãðàëó äèôôåðåíöèàëà ôîðìû
ïî òð¼õìåðíîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýòîé ïîâåðõ-
íîñòüþ. Ïîëó÷àåì ôîðìóëó Ãàóññà�Îñòðîãðàäñêîãî.
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Ìíîãîîáðàçèÿ

• Ìíîãîîáðàçèÿ îáîáùàþò êðèâûå è ïîâåðõíîñòè.
• Åñòü íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê ïîíÿòèþ ìíîãîîáðàçèÿ.
• Ìíîãîîáðàçèåì â Rn íàçûâàþò ìíîæåñòâî ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ F (x) = 0 ñ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèåé
F , èëè ñèñòåìû òàêèõ óðàâíåíèé.

• Ïðîçðà÷íîå îïðåäåëåíèå áûñòðî âåä¼ò ê òåõíè÷åñêèì
íåïðèÿòíîñòÿì: äàæå ïðîñòûå ñ âèäó ìíîãî÷ëåíû
÷àñòî èìåþò ñëîæíî óñòðîåííûå ìíîæåñòâà êîðíåé.

• Ýòîò ïóòü ïðåâðàùàåò ëþáèòåëåé àëãåáðû â àëãåáðà-
è÷åñêèõ ãåîìåòðîâ.

• (Äîñòàòî÷íî õîðîøåå) òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
M íàçûâàþò n-ìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì, åñëè êàæäàÿ
òî÷êà M èìååò îêðåñòíîñòü U , ãîìåîìîðôíóþ Rn

èëè Hn = {t ∈ Rn | t1 ≥ 0}.
• Ïîëóïðîñòðàíñòâî Hn äîïóñêàþò ïðè ðàññìîòðåíèè
ìíîãîîáðàçèé ñ êðàåì.

• Ãîìåîìîðôèçì ϕ : Rn → U íàçûâàþò ëîêàëüíîé êàð-
òîé, ëîêàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé, âûáîðîì ëîêàëü-
íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è äð.

• Ëèøü ïðîñòåéøèå ìíîãîîáðàçèÿ ìîæíî ïîêðûòü
îäíîé êàðòîé.

• Åñëè Ui ∩ Uj � ÷àñòü M , èçîáðàæ¼ííàÿ íà äâóõ
êàðòàõ, òî äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò íà íåé ñâÿçàíû
ôóíêöèÿìè ïåðåõîäà ϕij .

• Ýòè ôóíêöèè � ãîìåîìîðôèçìû îáëàñòåé â Rn, íî
ïî ïðàâäå ìîãóò áûòü äèôôåîìîðôèçìàìè ðàçíûõ
êëàññîâ ãëàäêîñòè.

• Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì âñåãäà ñ÷èòàòü èõ íàñòîëüêî
ãëàäêèìè, íàñêîëüêî ïîòðåáóåòñÿ.

• Ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ìíîãîîáðàçèå êàê íàáîð
îáëàñòåé â Rn, ñêëååííûõ ôóíêöèÿìè ïåðåõîäà.

• Ñêëåéêà åñòü îòîæäåñòâëåíèå êàæäîé òî÷êè p â
dom(ϕij) ⊂ Rn ñ òî÷êîé ϕij(p) â äðóãîé êîïèè Rn.

• Íàáîð ëîêàëüíûõ êàðò, ïîêðûâàþùèé âñ¼ M , íàçû-
âàþò àòëàñîì M .

• Ìíîãîîáðàçèå ìîæíî ìíîãèìè àòëàñàìè èçîáðàçèòü.
• Áîëåå ñòðîãî íàäî ãîâîðèòü î ìíîãîîáðàçèè, êàê
çàäàííîì íà M êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè àòëàñîâ
îïðåäåë¼ííîé ãëàäêîñòè.

• Êàðòû íà Ui è Uj ñîãëàñîâàíû, åñëè ÿêîáèàí Dϕijôóíêöèè ïåðåõîäà âñþäó ïîëîæèòåëåí íà Ui ∩ Uj .
• Îðèåíòèðóþùèé àòëàñ M ñîñòîèò èç ïîïàðíî ñî-
ãëàñîâàííûõ êàðò.

• Ìíîãîîáðàçèå (íå)îðèåíòèðóåìî, åñëè îíî (íå) îá-
ëàäàåò îðèåíòèðóþùèì àòëàñîì.

• Äëÿ êàæäîãî ìíîãîîáðàçèÿ M íàéä¼òñÿ òàêîå áîëü-
øîå n, ÷òî M âêëàäûâàåòñÿ â Rn.

• Íàèáîëåå âàæíûå îáúåêòû, ñâÿçàííûå ñ ìíîãîîáðà-
çèÿìè, âñåãäà íåçàâèñèìû îò ñèñòåìû êîîðäèíàò.

• Íî ðàáîòàþò ñ íèìè ÷àñòî â êîîðäèíàòàõ.

Ïðèìåðû ìíîãîîáðàçèé

• Äèñê D, êàê è åãî ãðàíèöà (êðàé) � îêðóæíîñòü S1.
• Îáû÷íàÿ ñôåðà S2 � äâóìåðíîå ìíîãîîáðàçèå.
Õâàòàåò äâóõ êàðò: âûáðîñèì îäíó òî÷êó, è îñòàëü-
íîå ïîêðîåòñÿ îäíîé êàðòîé; âûáðîñèì æå äðóãóþ
òî÷êó. . . Âûáðàñûâàÿ ïîëþñà, ÷àñòî èñïîëüçóþò
ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ.

• Òàêæå õâàòàåò äâóõ êàðò íà n-ìåðíîé ñôåðå Sn.
• Òîð T 2 = S1 × S1 � ïðîèçâåäåíèå ìíîãîîáðàçèé.
• Ïðîêîëîòûé òîð: èç òîðà óäàëåíà ìàëåíüêàÿ îêðåñò-
íîñòü îäíîé òî÷êè. Êðàé ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ ãîìåî-
ìîðôåí îêðóæíîñòè.

• Âîçüì¼ì êâàäðàò è ñêëåèì ïàðó ïðîòèâîëåæàùèõ
ñòîðîí. Ìîæíî ïî-ðàçíîìó ñêëåèòü. Ïîëó÷èì ëèáî
öèëèíäð, ëèáî ëåíòó Ì¼áèóñà; íå÷òî ñ âèäó áîëåå
ïåðåêðó÷åííîå íà ñàìîì äåëå áóäåò ãîìåîìîðôíî
îäíîìó èç íèõ.

• Òåïåðü ñêëåèì è âòîðóþ ïàðó ñòîðîí! Ïîëó÷èì ëèáî
òîð, ëèáî áóòûëêó Êëåéíà, ëèáî ïðîåêòèâíóþ ïëîñ-
êîñòü RP2.

• Èç 2m-óãîëüíèêà ïîëó÷èì è äðóãèå ïîâåðõíîñòè.
• Ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìûõ â Rn, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà-
÷àëî êîîðäèíàò, íàçûâàþò ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì RPn−1. Îäíîé êàðòîé ïîêðûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî òî÷åê RPn−1, ïðåäñòàâëÿþùèõ âñå ïðÿìûå, íå
ëåæàùèå â îäíîé ôèêñèðîâàííîé ãèïåðïëîñêîñòè.
Áåð¼ì n êîîðäèíàòíûõ ãèïåðïëîñêîñòåé, ïîêðûâàåì
n êàðòàìè âñ¼ RPn−1.

• Ìíîæåñòâî âñåõ k-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Rn íàçû-
âàþò ìíîãîîáðàçèåì Ãðàññìàíà G(n, k). Åãî ðàçìåð-
íîñòü ðàâíà k(n − k). Íàáîð êàðò îáîáùàåò ñëó÷àé
ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà, íî èõ íóæíî Ck

n øòóê.
• Ìíîæåñòâî O(n) âñåõ îðòîãîíàëüíûõ n × n ìàòðèö.
Ýòî ìíîãîîáðàçèå íåñâÿçíî è ñîñòîèò èç äâóõ êîìïî-
íåíò; ìàòðèöû ñ îïðåäåëèòåëåì 1 ñîñòàâëÿþò îäíó
êîìïîíåíòó SO(n).

• Óíèòàðíûå n× n ìàòðèöû.
• Íåâûðîæäåííûå n× n ìàòðèöû.
• Ýòè ìàòðè÷íûå ïðèìåðû � ïðèìåðû ãðóïï Ëè.
• Êîíôèãóðàöèîííûå ïðîñòðàíñòâà ðàçëè÷íûõ ìåõà-
íè÷åñêèõ ñèñòåì.

• Äàæå ýòîò ñðàâíèòåëüíî êîðîòêèé ñïèñîê ìíîãîîá-
ðàçèé íàìåêàåò íà ìíîãîîáðàçèå èõ ïðèðîäû.
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Êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî

• Åñòü íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà ê ìíîãîîáðàçèþ.

• Äëÿ âëîæåííîãî â Rn ìíîãîîáðàçèÿ M , çàäàííîãî
óðàâíåíèÿìè fi = 0, â êàæäîé òî÷êå x ìîæíî îïðå-
äåëèòü TxM êàê îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå êî âñåì
ãðàäèåíòàì gradx fi.

• Ãëàäêîñòü M ìîæíî óñòàíîâèòü ïî ðàíãó ìàòðèöû,
ñîñòàâëåííîé èç ýòèõ ãðàäèåíòîâ.

• Êàñàòåëüíûå âåêòîðû ê M ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü
êàê âåêòîðû ñêîðîñòè êðèâûõ íà M .

• Íà àáñòðàêòíîì ìíîãîîáðàçèè M êàñàòåëüíûì âåê-
òîðîì â òî÷êå x íàçûâàþò êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
êðèâûõ φ(t) c φ(0) = x. Äâå òàêèå êðèâûå ýêâèâà-
ëåíòíû åñëè îíè êàñàþòñÿ â x.

• Àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä òðàêòóåò TxM êàê ïðîñòðàí-
ñòâî òàêèõ ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ D : f 7→ D(f) íà
êîëüöå C∞(M) ãëàäêèõ ôóíêöèé íà M , ÷òî

D(fg) = D(f)g(x) + f(x)D(g).

• Ãëàäêîå îòîáðàæåíèå ìíîãîîáðàçèé f : M → N äà¼ò
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Dxf : TxM → Tf(x)N .

• Åãî íàçûâàþò äèôôåðåíöèàëîì f â òî÷êå x.

Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå

• Êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå TM ìíîãîîáðàçèÿ M ñîáè-
ðàåò âìåñòå âñå êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà TxM .

• TxM íàçûâàþò ñëîåì íàä x ðàññëîåíèÿ TM .
• Êàæäîå êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê îáëàñòè U ∈ Rn

ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ Rn, à ïîòîìó TU ' U × Rn

ýòî òðèâèàëüíîå ðàññëîåíèå.
• Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ âîîáùå òàêîãî îòîæäåñòâëåíèÿ
íåò, íî ëîêàëüíî â êàæäîé êàðòå ϕi : Ui → M ìîæíî
âçÿòü Ui × Rn è ñêëåèòü èç íèõ íîâîå ìíîãîîáðàçèå.

• ×òîáû ðåçóëüòàò ñêëåéêè áûë òåñíî ñâÿçàí ñ M ,
òî÷êè Ui è Uj cêëåèâàþòñÿ ïîñðåäñòâîì ôóíêöèé ïå-
ðåõîäà ϕij , çàäàþùèõ M .

• Ñëîè íàä ñêëååííûìè òî÷êàìè ñêëåèâàþòñÿ êàêèìè-
íèáóäü ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè. Âûáðàííûå îò-
îáðàæåíèÿ ñòàíóò çàêîíàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòî-
ðîâ ïîëó÷åííîãî ðàññëîåíèÿ ïðè ñìåíå êîîðäèíàò.

• ×òîáû ïîëó÷èëîñü èìåííî êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå
TM , êàñàòåëüíûå ïðîñòðàíñòâà ñêëåèâàþòñÿ ïîñðåä-
ñòâîì ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, çàïèñàííûõ ìàòðèöà-
ìè ßêîáè Dϕij .

• Ëàãðàíæåâà ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà çàäà¼òñÿ êîíôè-
ãóðàöèîííûì ïðîñòðàíñòâîì è Ëàãðàíæèàíîì: ýòî
ìíîãîîáðàçèå M è ôóíêöèÿ íà TM .

Òî÷íûå è çàìêíóòûå ôîðìû

• Äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ωk íàçûâàþò çàìêíó-
òîé â îáëàñòè U åñëè dωk = 0.

• Äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ωk íàçûâàþò òî÷íîé â
îáëàñòè U åñëè ωk = dωk−1 äëÿ íåêîé ôîðìû ωk−1.

• Ôîðìó ωk−1 íàçûâàþò ïîòåíöèàëîì ôîðìû ωk, îñî-
áåííî ïðè ðàáîòå ñ âåêòîðíûìè ïîëÿìè.

• Âñÿêàÿ òî÷íàÿ ôîðìà íà U çàìêíóòà íà U : d2 = 0.
• Îáðàòíîå âûïîëíåíî íå âñåãäà, à çàâèñèò îò õàðàê-
òåðà îáëàñòè, à èìåííî, îò íàëè÷èÿ â íåé äûðîê.

• Äûðÿâîñòü îïèñûâàåòñÿ ãðóïïàìè (êî)ãîìîëîãèé.
• Ìíîãîîáðàçèå M íàçûâàþò ñòÿãèâàåìûì (â òî÷êó

x0 ∈ M) åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ãëàäêîå îòîáðàæåíèå
h : M × I → M , ÷òî h(x, 1) = x è h(x, 0) = x0.

• Øàð, âñ¼ Rn � ñòÿãèâàåìû.
• Îêðóæíîñòü, ñôåðà Sn, âñ¼ Rn áåç îäíîé òî÷êè èëè
îäíîé ïðÿìîé � íå ñòÿãèâàåìû.

• Â ñòÿãèâàåìîé îáëàñòè âñå çàìêíóòûå ôîðìû òî÷íû.

Êîãîìîëîãèè è ãîìîëîãèè

• (Êî)ãîìîëîãèè � îäèí èç âàæíåéøèõ èíñòðóìåíòîâ
èçó÷åíèÿ ìíîãîîáðàçèé.

• Çàìêíóòûå k-ôîðìû íà ìíîãîîáðàçèè M îáðàçóþò
ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Zk(M).

• Òî÷íûå k-ôîðìû íà M îáðàçóþò ëèíåéíîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî Bk(M) ⊂ Zk(M).

• k-îé ãðóïïîé êîãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ M íàçû-
âàþò ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî

Hk(M) = Zk(M)/Bk(M).

• Ãðàíèöà ãðàíèöû âñåãäà ïóñòà: ∂(∂M) = ∅.
• Ñëó÷àéíî íå íàïîìèíàåò ëè ýòî d(dω) = 0?
• Íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî îïðåäåëèòü ãðóïïû

Ck(M) ⊇ Zk(M) ⊇ Bk(M) öåïåé, öèêëîâ è ãðàíèö.
• k-îé ãðóïïîé ãîìîëîãèé ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàþò
ôàêòîð-ïðîñòðàíñòâî

Hk(M) = Zk(M)/Bk(M).

• Ðàçáèåíèåì ìíîãîîáðàçèÿ íà êëåòêè ÷àñòî ñâîäÿò
âû÷èñëåíèå Hk(M) ê ëèíåéíîé àëãåáðå.

• Èíòåãðèðîâàíèå k-ôîðì ïî k-öåïÿì åñòü áèëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå Ωk(M)× Ck(M) → R.

• Ïî òåîðåìå Ñòîêñà, èíòåãðàë îò çàìêíóòîé ôîðìû ïî
öèêëó çàâèñèò òîëüêî îò êëàññà êîãîìîëîãèé ôîðìû
è êëàññà ãîìîëîãèé öèêëà. Ïîëó÷àåòñÿ áèëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå

Hk(M)×Hk(M) → R.

• Îíî íåâûðîæäåíî, è ïîýòîìó Hk(M) ' (Hk(M))∗.
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Òåíçîðíûå ïðîñòðàíñòâà

• Ðàññìîòðèì ñïåðâà òðè ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ïî ëè-
íåéíûì (=âåêòîðíûì) ïðîñòðàíñòâàì U è V äðóãèõ
ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ.

• Ñ÷èòàåì {uα} áàçèñîì U è {vβ} áàçèñîì V .
• Ïðîñòðàíñòâî Hom(U, V ) âñåõ ëèíåéíûõ îòîáðàæå-
íèé èç U â V .

• Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé: ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàí-
ñòâî U∗ = Hom(U, R) ôóíêöèé íà U .

• Ïðÿìàÿ ñóììà U ⊕ V èìååò áàçèñ {uα} ∪ {vβ}.
• Îïðåäåëèòü òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå U ⊗ V ïðîùå
âñåãî, ñêàçàâ, ÷òî åãî áàçèñîì ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî
âñåõ ïàð (uα, vβ), çàïèñûâàåìûõ îáû÷íî êàê uα⊗ vβ .

• Ìíîæåñòâî U × V âñåõ ïàð (u, v), ãäå u ∈ U è v ∈ V ,
íå óäà¼òñÿ ñäåëàòü ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì. Äëÿ
λ ∈ R, λ(u, v) äîëæíî áûòü ðàâíî êàê (λu, v), òàê è
(u, λv). Òàêèå ïàðû íóæíî îòîæäåñòâèòü.

• Îòîæäåñòâëåíèå åù¼ íàçûâàþò ôàêòîðèçàöèåé ïî
ýêâèâàëåíòíîñòè. Ôîðìàëüíî ìîæíî îïðåäåëèòü
U ⊗ V êàê ôàêòîð U × V ïî (λu, v) ∼ (u, λv).

• Ïðîñòðàíñòâà Hom(U, V ) è U∗ ⊗ V èçîìîðôíû.
• dim U ⊗ V = dim U · dim V .
• Ñîêðàù¼ííî ïèøóò V ⊗2 = V ⊗ V .
• Àíàëîãè÷íî, V ⊗3 = V ⊗ V ⊗ V , è òàê äàëåå.
• Íàçûâàÿ âåêòîðàìè ýëåìåíòû V , ìîæíî íàçûâàòü
êîâåêòîðàìè ýëåìåíòû V ∗, à, íàïðèìåð, òðèæäû
êîâàðèàíòíûìè äâàæäû êîíòðàâàðèàíòíûìè òåí-
çîðàìè � ýëåìåíòû V ⊗3 ⊗ (V ∗)⊗2.

• Êîâàðèàíòíûé òåíçîð ðàíãà k � ýëåìåíò V ⊗k.
• Ñêàëÿð � ýëåìåíò V ⊗0 = R.

Òåíçîðíûå îòîáðàæåíèÿ

• Ðàáîòàåì ñ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì ϕ : U → V .
• ϕ äà¼ò ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ϕ⊗k : U⊗k → V ⊗k,
ïðèìåíÿþùèå ϕ ê êàæäîìó èç ñâîèõ k àðãóìåíòîâ.

• ϕ äà¼ò ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå 1-ôîðì ϕ∗ : V ∗ → U∗:
ϕ∗f(u) = f(ϕ(u)).

• Àíàëîãè÷íî äëÿ k-ôîðì.
• Ïðèñòàâêè êî- è êîíòðà- ïîêàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî
ñîõðàíåíèå è îáðàùåíèå íàïðàâëåíèÿ ñòðåëîê:

(U∗)⊗2 U∗ R U

ϕ

��

U⊗2

ϕ⊗2

��
. . . . . .

(V ∗)⊗2

(ϕ∗)⊗2

OO

V ∗

ϕ∗

OO

R V V ⊗2

−3 −2 −1 0 1 2 3

Òåíçîðíàÿ àëãåáðà

• Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ êîâàðèàíò-
íûõ òåíçîðîâ êîíå÷íîãî ðàíãà:

T•V =
⊕
k≥0

V ⊗k.

• Íà T•V àâòîìàòè÷åñêè ïîÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ óìíî-
æåíèÿ⊗, ëèíåéíàÿ îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ: äëÿ âñåõ
v ∈ V ⊗k è w ∈ V ⊗` ïðîèçâåäåíèå v ⊗ w óæå ïðèíàä-
ëåæèò V ⊗k ⊗ V ⊗` ' V ⊗(k+`).

• T•V íàçûâàþò òåíçîðíîé àëãåáðîé V .
• Ýòî î÷åíü áîëüøàÿ àëãåáðà.
• Ïîñêîëüêó T•V ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé ïîäïðî-
ñòðàíñòâ, îòâå÷àþùèõ îïðåäåë¼ííîìó ðàíãó, à ðàíãè
ñêëàäûâàþòñÿ ïðè óìíîæåíèè, ýòî ãðàäóèðîâàííàÿ
àëãåáðà.

• Âñå êîíòðàâàðèàíòíûå òåíçîðà, èëè k-ôîðìû, îáðà-
çóþò òåíçîðíóþ àëãåáðó T•V ∗.

• Äëÿ ôîðì F k ∈ (V ∗)⊗k è F ` ∈ (V ∗)⊗` âûïîëíåíî
(F k ⊗ F `)(v1, . . . , vk+`) =

= F k(v1, . . . , vk)F `(vk+1, . . . , vk+`).

Âíåøíÿÿ àëãåáðà

• Âàæíûé ñïîñîá ïîëó÷åíèÿ óþòíûõ ìàëåíüêèõ àë-
ãåáð èç áîëüøèõ è ñòðàøíûõ � îòîæäåñòâëåíèå ýëå-
ìåíòîâ, ðàçëè÷àòü êîòîðûå ñòàíîâèòñÿ íåâûãîäíî.

• Â ôàêòîð-àëãåáðå èõ ïðîñòî ñ÷èòàþò ðàâíûìè.
• Âîçüì¼ì T•V è îòîæäåñòâèì â V ⊗2 êàæäûé v1 ⊗ v2ñ −v2 ⊗ v1. Ëó÷øå çàïèñàòü

v1 ⊗ v2 + v2 ⊗ v1 = 0.

• ×òîáû íå ñëîìàòü óìíîæåíèå, â òåíçîðàõ ðàíãà âûøå
äâóõ äåëàåì îòîæäåñòâëåíèÿ, âûòåêàþùèå èç ýòèõ.

• Íåíóëåâûõ òåíçîðîâ ðàíãà âûøå dim V íå îñòà¼òñÿ.
• Ôàêòîð-àëãåáðà Λ•V , âîçíèêàþùàÿ â ðåçóëüòàòå ýòî-
ãî îòîæäåñòâëåíèÿ, ñîñòîèò èç êîñîñèììåòðè÷íûõ
òåíçîðîâ è íàçûâàåòñÿ âíåøíåé àëãåáðîé ïðîñòðàí-
ñòâà V .

• Àíàëîãè÷íî ïðèõîäèì ê àëãåáðå Λ•V ∗ âíåøíèõ ôîðì
íà V êàê ôàêòîðó àëãåáðû T•V ∗.

• Äðóãîé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ âíåøíèõ ôîðì èçáåãà-
åò ôàêòîðèçàöèþ. Ðàññìàòðèâàþò ïîäïðîñòðàíñòâî
êîñîñèììåòðè÷íûõ ôîðì, íî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå
òàêèõ ôîðì óæå íå êîñî.

• Îïåðàöèÿ àëüòåðíèðîâàíèÿ ôîðì � ïðîåêöèÿ âñåé
àëãåáðû T•V ∗ íà ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî.

• Âíåøíåå ïðîèçâåäåíèå êîñîñèììåòðè÷íûõ ôîðì ââî-
äÿò àëüòåðíèðîâàíèåì èõ òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
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Ñèììåòðè÷åñêàÿ àëãåáðà

• Âîçüì¼ì T•V , îòîæäåñòâëÿÿ â V ⊗2 ïî ïðàâèëó
v1 ⊗ v2 − v2 ⊗ v1 = 0,

è äàëåå, êàê è â ñëó÷àå ñ Λ•V .
• Ïîëó÷èì àëãåáðó ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ, íàçûâà-
åìóþ ñèììåòðè÷åñêîé àëãåáðîé S•V .

• Âûáîð â V áàçèñà {vβ} óñòàíàâëèâàåò èçîìîðôèçì
S•V ñ àëãåáðîé ìíîãî÷ëåíîâ îò {vβ}.

• Â îòëè÷èå îò âíåøíåé àëãåáðû, ñèììåòðè÷åñêàÿ
àëãåáðà áåñêîíå÷íîìåðíà äàæå êîãäà V îäíîìåðíî.

Àëãåáðû Êëèôôîðäà

• Êîãäà íà V çàäàíà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà Q, ñòðîèòñÿ
âàæíîå îáîáùåíèå âíåøíåé àëãåáðû.

• Îòîæäåñòâëÿÿ ïî ïðàâèëó
v1 ⊗ v2 + v2 ⊗ v1 = Q(v1, v2),

ïîëó÷èì àëãåáðó Êëèôôîðäà CQ(V ).
• Òàê êàê ïðàâèëî îòîæäåñòâëåíèÿ ñìåøèâàåò òåíçîðà
ðàçíûõ ðàíãîâ, àëãåáðû Êëèôôîðäà íå íàñëåäóþò
ãðàäóèðîâêó ðàíãîì. Îíè íå ãðàäóèðîâàííûå àëãåá-
ðû (õîòÿ ôèëüòðîâàííûå: C≤k · C≤` ⊆ C≤k+`).

Âåêòîðíûå ðàññëîåíèÿ

• Ðàáîòàåì íà ãëàäêîì ìíîãîîáðàçèè M .
• Ïðîèçâåäåíèå M × Rm íàçûâàþò òðèâèàëüíûì m-
ìåðíûì âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì íà M .

• Íà ñòÿãèâàåìîé îáëàñòè âñå ðàññëîåíèÿ òðèâèàëüíû.
• Íåòðèâèàëüíûå ðàññëîåíèÿ íà M ìîæíî ïîíèìàòü,
êàê íåêèå ñêðó÷åííûå ïðîèçâåäåíèÿ M ñ Rm.

• Îíè ñòðîÿòñÿ íåòðèâèàëüíîé ñêëåéêîé òðèâèàëüíûõ
ðàññëîåíèé íà îáëàñòÿõ äåéñòâèÿ êàðò, ïîêðûâàþ-
ùèõ M .

• Íåòðèâèàëüíàÿ íà ïåðâûé âçãëÿä ñêëåéêà ìîæåò
äàòü ðàññëîåíèå, ýêâèâàëåíòíîå òðèâèàëüíîìó ïî-
ñðåäñòâîì êàêîãî-òî õèòðîãî ãîìåîìîðôèçìà.

• Ó êàæäîãî ðàññëîåíèÿ B íà M èìååòñÿ îòîáðàæåíèå
ïðîåêöèè π : B → M , îòïðàâëÿþùåå âåñü ñëîé Bx â
òî÷êó x.

• Ðàññëîåíèå ñ îäíîìåðíûìè ñëîÿìè íàçûâàþò ëèíåé-
íûì. Ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ èãðàþò îñîáóþ ðîëü â
òåîðèè ðàññëîåíèé è â ïðèëîæåíèÿõ.

Òåíçîðíûå ðàññëîåíèÿ

• Ïîñòðîèì èç êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TM áîëåå
ñëîæíûå ðàññëîåíèÿ íà M .

• Â êàæäîé òî÷êå x ∈ M âîçüì¼ì âìåñòî TxM ñî-
ïðÿæ¼ííîå åìó ïðîñòðàíñòâî T ∗xM , íàçûâàåìîå êîêà-
ñàòåëüíûì. Âìåñòå îíè ñîñòàâëÿþò êîêàñàòåëüíîå
ðàññëîåíèå T ∗M , ãäå ôóíêöèè (Dϕij)−1 ïåðåõîäà íà
ñëîÿõ îáðàòíû ôóíêöèÿì ïåðåõîäà íà ñëîÿõ TM .

• Àíàëîãè÷íî áåðÿ òåíçîðíûå ïðîñòðàíñòâà (TxM)⊗k ñ
ôóíêöèÿìè ïåðåõîäà (Dϕij)⊗k, ïîëó÷èì òåíçîðíûå
ðàññëîåíèÿ TM⊗k.

• Ìîæíî ôîðìàëüíî ïîçâîëèòü îòðèöàòåëüíûì k îò-
âå÷àòü êîíòðàâàðèàíòíûì òåíçîðàì ðàíãà |k|.

• Ìîæíî âçÿòü òîëüêî êîñîñèììåòðè÷íûå k-ôîðìû,
òî åñòü ïðîñòðàíñòâà ΛkT ∗xM , ñêëåèâàÿ èõ îòîáðà-
æåíèÿìè ïåðåíîñà ôîðì, òåïåðü çàïèñàííûìè êàê
Λk(Dϕij)−1. Ïîëó÷èì âíåøíþþ ñòåïåíü ΛkT ∗M
êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ.

• Ïðè ïîñòðîåíèè âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ ðàññëîåíèé íè
íà êàêîì øàãå íåò àáñîëþòíî íèêàêîãî ïðîèçâîëà,
âûáîðà è ò.ï.; âñå ýòè êîíñòðóêöèè àâòîìàòè÷åñêè
ñëåäóþò, êàê òîëüêî çàäàíî ñàìî ìíîãîîáðàçèå M .

• Ïîýòîìó âñå âîò òàêèå òåíçîðà íà ìíîãîîáðàçèè �
ñîâåðøåííî êàíîíè÷åñêèå îáúåêòû, àññîöèèðîâàííûå
ñ M . Îíè ìîãóò ïîÿâèòüñÿ âåçäå, ãäå ïîÿâëÿåòñÿ
ìíîãîîáðàçèå, è áóäóò íà ïåðâûõ ðîëÿõ.

• Íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå èõ îòëè÷èÿ äðóã îò äðóãà �
ðàçíûå òåíçîðíûå çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèé

• Ñå÷åíèÿ íåòðèâèàëüíûõ ðàññëîåíèé � âàæíîå îáîá-
ùåíèå ôóíêöèé íà ìíîãîîáðàçèè.

• Ðàññìîòðèì íà ìíîãîîáðàçèè M òðèâèàëüíîå ëèíåé-
íîå ðàññëîåíèå L = M × R.

• Ãðàôèê ôóíêöèè f : M → R ìîæíî ïîíèìàòü, êàê
ïîäìíîæåñòâî L, ðàçìåùàÿ f(x) ∈ R â ñëîå Lx ' R
íàä x.

• À ñàìó ôóíêöèþ ìîæíî ïîíèìàòü, êàê òàêîå îòîá-
ðàæåíèå s : M → L, ÷òî s(x) âñåãäà ëåæèò â Lx.

• Îòîáðàæåíèå s íàçûâàþò ñå÷åíèåì ðàññëîåíèÿ L.
• Ñîîòâåòñòâåííî ãëàäêîñòè îòîáðàæåíèÿ ãîâîðÿò î
ãëàäêîñòè ñå÷åíèÿ.

• Äëÿ ëþáîãî ðàññëîåíèÿ B íà M îïðåäåëÿåì ñå÷åíèå
B â òî÷íîñòè òàê æå, êàê è âûøå äëÿ L.

• Áîëåå êðàòêî, ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ π : B → M � ýòî
òàêîå îòîáðàæåíèå s : M → B, ÷òî π(s(x)) = x äëÿ
âñåõ x ∈ M .

• Äèôôåðåíöèàëüíûå k-ôîðìû íà M , íà ñàìîì äåëå,
ýòî ãëàäêèå ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ ΛkT ∗M .

12


