
Ãëàâà 9. Ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà âåðñèÿ îò 21 íîÿáðÿ 2008 ã. 49

9.5. Óíèòàðíûå è ýðìèòîâû ìàòðèöû

21.11
Áëàãîäàðÿ ñâîèì îñîáûì ñâîéñòâàì, âåùåñòâåííûå îðòîãîíàëüíûå

è ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû ïðèìåíÿþòñÿ î÷åíü øèðîêî. Ïðàêòè÷åñêè
òàêèìè æå ñâîéñòâàìè îáëàäàþò èõ êîìïëåêñíûå îáîáùåíèÿ, èçó÷à-
åìûå â ýòîì ðàçäåëå; âñå îïðåäåëåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò âåùåñòâåííîãî
ñëó÷àÿ ëèøü íàëè÷èåì êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ â íóæíûõ ìåñòàõ.

Ãëàâíîå èç ýòèõ ìåñò � åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå òðàíñïîíèðîâàíèÿ.
Îïåðàöèÿ ýðìèòîâà ñîïðÿæåíèÿ A 7→ Ā > âûïîëíÿåòñÿ êîìïëåêñíûì
ñîïðÿæåíèåì âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû è òðàíñïîíèðîâàíèåì å¼, à ïî-
ðÿäîê ýòèõ äâóõ øàãîâ íå âàæåí. Íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé â õîäó äëÿ
ìàòðèöû Ā>: â ìàòåìàòèêå îáû÷íî A∗, à ôèçèêè ïèøóò A† èëè A+.
Ïðè ÷òåíèè ëèøü çíà÷îê êèíæàëà íè ñ ÷åì íåëüçÿ ñïóòàòü.

Îñíàñòèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Cn êîìïëåêñíûõ âåêòîð-ñòîëáöîâ
ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì:

(X,Y ) = X†Y = X̄1 Y1 + . . .+ X̄n Yn.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî êîìïëåêñíîãî âåêòîðà X îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà
âåùåñòâåííàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà

‖X‖ =
√

(X,X) =
√
|X1|2 + . . .+ |Xn|2,

èìåþùàÿ ñìûñë äëèíû ýòîãî âåêòîðà. Óïóñòèâ êîìïëåêñíîå ñîïðÿæå-
íèå ïðè ïåðâîé íàèâíîé ïîïûòêå ââåñòè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ìû
ëèøèëèñü áû ïîíÿòèÿ äëèíû. Âìåñòî ëèíåéíîñòè ïî ïåðâîìó àðãóìåí-
òó, ìû íàáëþäàåì çäåñü ñâîéñòâî

(αX, Y ) = ᾱ (X,Y ).

Êîìïëåêñíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
íàçûâàþò óíèòàðíûì ïðîñòðàíñòâîì. Òàì, êàê è â âåùåñòâåííîì ýâêëè-
äîâîì ïðîñòðàíñòâå, èìåþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû.

Ëåììà. Ýêâèâàëåíòíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êîìïëåêñíîé êâàäðàò-
íîé ìàòðèöû U :

(1) îíà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà ìåæäó ÎÍÁ;
(2) óìíîæåíèå ëþáîãî âåêòîðà íà U ñîõðàíÿåò åãî äëèíó;
(3) å¼ ñòîëáöû îáðàçóþò ÎÍÁ;
(4) U†U = E = UU†;
(5) U† = U−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óïðàæíåíèå. �
Îïðåäåëåíèå. Òàêàÿ ìàòðèöà íàçûâàåòñÿ óíèòàðíîé.
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Ïðèìåð. Äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé åñëè è òîëüêî
åñëè âñå å¼ äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïî ìîäóëþ ðàâíû 1.

Ñëåäñòâèå. Îïðåäåëèòåëü âñÿêîé óíèòàðíîé ìàòðèöû ïî ìîäóëþ
ðàâåí 1.

Ñëåäñòâèå. Ïðîèçâåäåíèå óíèòàðíûõ ìàòðèö óíèòàðíî.

Òåîðåìà. Äëÿ âñÿêîãî ñïèñêà X = {v1, . . . ,vm} âåêòîðîâ óíèòàðíîãî
ïðîñòðàíñòâà íàéä¼òñÿ ÎÍÁ {f1, . . . , fs} ëèíåéíîé îáîëî÷êè 〈X 〉.
Äîêàçàòåëüñòâî. Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òðåáóåìîãî ÎÍÁ íàçûâàþò
ìåòîäîì îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà � Øìèäòà.

Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ñïèñêè. Îäíàêî íà
ïðàêòèêå ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó âåêòîðàìè çàäàííîãî ñïèñêà
îáíàðóæèâàåòñÿ â õîäå âû÷èñëåíèé. Ñòðîèì f1, . . . , fs ïîñëåäîâàòåëüíî;
íà îäíîì øàãå öèêëà ñíà÷àëà âû÷èñëÿåì âñïîìîãàòåëüíûé âåêòîð

hk = vk −
∑

16j<k
(vk, fj)fj ,

íîðìèðîâàíèå êîòîðîãî è äà¼ò åäèíè÷íûé âåêòîð

fk = hk/
√

(hk,hk).

Ïðè ýòîì âñåãäà hk, fk ∈ 〈v1, . . . ,vk〉. Ðàâåíñòâî hk = 0 îçíà÷àåò, ÷òî
vk ∈ 〈v1, . . . ,vk−1〉; â òàêîì ñëó÷àå ìû âûáðàñûâàåì íåíóæíûé vk, à
(óäîáñòâà ðàäè) îñòàòîê ñïèñêà X ïåðåíóìåðîâûâàåì.

Îðòîíîðìèðîâàííîñòü ñïèñêà {f1, . . . , fk−1} âëå÷¼ò îðòîíîðìèðîâàí-
íîñòü ñïèñêà {f1, . . . , fk−1, fk}. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñåõ i < k èìååì

îïèñêè

â èíäåêñàõ

íà ëåêöèè (hk, fi) = (vk, fi)−
∑

16j<k
(vk, fj)(fj , fi)

= (vk, fi)− (vk, fi)(fi, fi)
= 0.

Ïîñëå îñòàíîâêè ïðîöåññà ïîëó÷àåì èñêîìûé ÎÍÁ îáîëî÷êè 〈X 〉. �
Ìàòðèöà ïåðåõîäà ìåæäó áàçèñàìè (v1, . . . ,vs) è (f1, . . . , fs) âñåãäà

áóäåò âåðõíåòðåóãîëüíîé. Êðîìå òîãî, åñëè èñõîäíûé ñïèñîê âåùåñòâå-
íåí, òî òàêîâû æå âñå ñîñòàâëÿþùèå ôîðìóë â ìåòîäå îðòîãîíàëèçà-
öèè, ïîýòîìó âåùåñòâåíåí è èñêîìûé ÎÍÁ.

Ñëåäñòâèå (QR-ðàçëîæåíèå). Âñÿêàÿ íåâûðîæäåííàÿ êîìïëåêñíàÿ
ìàòðèöà A ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì QR, ãäå Q óíèòàðíà, à R
òðåóãîëüíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòîëáöû ëþáîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû A îáðàçó-
þò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Cn. Îðòîãîíàëèçàöèÿ åãî äàñò ñòîëáöû, êîòî-
ðûå ìû ñîáåð¼ì â óíèòàðíóþ ìàòðèöó Q è ïîëó÷èì ðàâåíñòâî A = QR
ñ âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàòðèöåé ïåðåõîäà R. �

Òåîðåìà (Schur). Äëÿ âñÿêîé êîìïëåêñíîé ìàòðèöû A íàéäóòñÿ óíè-
òàðíàÿ ìàòðèöà U è (âåðõíÿÿ) òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà T òàêèå, ÷òî
U†AU = T .

Èíûìè ñëîâàìè, âñÿêàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà óíèòàðíî ïîäîáíà
òðåóãîëüíîé ìàòðèöå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêèé ëèíåéíûé îïåðàòîð
ìîæíî ïðåäñòàâèòü òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé â ïîäõîäÿùåì ÎÍÁ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì λ1 ∈ Spec A. Ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåí-
íûé âåêòîð v1 äîïîëíèì ïðîèçâîëüíî äî áàçèñà (v1, . . . ,vn). Â í¼ì
ìàòðèöà îïåðàòîðà A ïðèíèìàåò áëî÷íûé âåðõíåòðåóãîëüíûé âèä:

S−1AS = B =
[
λ1 ∗
0 B1

]
.

Âîñïîëüçóåìñÿ QR-ðàçëîæåíèåì S = Q1R ñ âåðõíåòðåóãîëüíîé ìàò-

ðèöåé R. Òîãäà Q†1AQ1 = Q−1
1 AQ1 = RBR−1 òàêæå èìååò áëî÷íûé

âåðõíåòðåóãîëüíûé âèä [
λ1 ∗
0 A1

]
.

Ïîâòîðÿÿ òðþê äëÿ áëîêà A1, íàéä¼ì òàêóþ óíèòàðíóþ ìàòðèöó Q2,
÷òî

Q†2Q
†
1AQ1Q2 =

 λ1 ∗ ∗
0 λ2 ∗
0 0 A2

 ,
è ò.ä. Íàêîïëåííîå ïðîèçâåäåíèå Q1Q2 . . . Qn−1 ýòèõ ìàòðèö ïåðåõîäà
äà¼ò èñêîìóþ óíèòàðíóþ ìàòðèöó U . �

Åñëè â òåîðåìå Øóðà âçÿòü âåùåñòâåííóþ ìàòðèöó A ñ ïîëíîñòüþ
âåùåñòâåííûì ñïåêòðîì, òî âñ¼ âû÷èñëåíèå ñòàíîâèòñÿ âåùåñòâåííûì,
à ìàòðèöà ïåðåõîäà U áóäåò îðòîãîíàëüíà. Áåç âåùåñòâåííîñòè ñïåê-
òðà äîñòè÷ü òðèàíãóëÿöèè îðòîãîíàëüíûì ïåðåõîäîì íå óäàñòñÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ýðìèòîâîé (èëè ñàìîñîïðÿæ¼ííîé) íàçûâàåòñÿ êîìïëåêñ-
íàÿ ìàòðèöà A = A†.

Òåîðåìà. Âñÿêàÿ ýðìèòîâà ìàòðèöà A èìååò ïîëíîñòüþ âåùåñòâåí-
íûé ñïåêòð è ÎÍÁ èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå Øóðà íàéä¼ì U è T = U†AU . Òîãäà
T † = U†A†U = U†AU = T. Òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà T åù¼ è ýðìèòîâà!
Òàêîé ìîæåò áûòü òîëüêî âåùåñòâåííàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ïî-
ñêîëüêó ìàòðèöû A è T ïîäîáíû, èõ ñïåêòðû îäèíàêîâû. Èñêîìûé
ÎÍÁ ñîñòàâëÿþò ñòîëáöû ìàòðèöû U . �

Â ÷àñòíîñòè, çäåñü äîêàçàíû ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà âåùåñòâåííûõ
ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö, àíîíñèðîâàííûå ðàíåå â ýòîé ãëàâå ñ öåëüþ
ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé.


