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Äâóìåðíàÿ ãåîìåòðèÿ

Ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè. Âåêòîðû íà ïëîñêîñòè, èõ êîîð-
äèíàòû. Îïåðàöèè ñ âåêòîðàìè. Îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü ïàðàëëå-
ëîãðàììà.

Ñìåíà ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ìàòðèöà ïåðåõîäà. Êîì-
ïîçèöèÿ ïåðåõîäîâ è óìíîæåíèå ìàòðèö. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïëîñêîñòè:
îðòîãîíàëüíûå è èçîìåòðè÷åñêèå, ëèíåéíûå è àôôèííûå.

Ãåîìåòðè÷åñêîå îïðåäåëåíèå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Àëãåáðàè÷åñêàÿ
è òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìû êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Àëãåáðàè÷åñêèå
îïåðàöèè. Ñîïðÿæåíèå. Ïðåäñòàâëåíèå äâèæåíèé ïëîñêîñòè ñ ïîìî-
ùüþ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Êîìïëåêñíàÿ ýêñïîíåíòà, ôîðìóëà Ýéëåðà.
Âîçâåäåíèå êîìïëåêñíîãî ÷èñëà â ñòåïåíü, ôîðìóëà Ìóàâðà.
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Ôèãóðû è óðàâíåíèÿ. Îïðåäåëåíèå è ïîëÿðíûå óðàâíåíèÿ ýëëèï-
ñà, ïàðàáîëû, ãèïåðáîëû. Ôîêóñû è äèðåêòðèñû, ýêñöåíòðèñèòåò. Êà-
íîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Èññëåäîâàíèå ôîðìû: ñèììåòðèè, âåðøèíû,
ïîëóîñè, àñèìïòîòû. Ñâîéñòâà: ôîêàëüíûå, äèïîëüíîå, îïòè÷åñêèå.
Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé.

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è èõ ðåøåíèÿ. Ìàòðè÷íûé ÿçûê.
Ñîâìåñòíûå è íåñîâìåñòíûå, îïðåäåë¼ííûå è íåîïðåäåë¼ííûå ñèñòå-
ìû. Ýêâèâàëåíòíûå ñèñòåìû. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê.
Ñòóïåí÷àòûé âèä. Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ íåèçâåñò-
íûõ. Ðàíã ìàòðèöû. Êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû.

Îïðåäåëèòåëè ìàëûõ ïîðÿäêîâ. Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
îïðåäåëèòåëåé.

Òð¼õìåðíàÿ ãåîìåòðèÿ

Âåêòîðû â ïðîñòðàíñòâå. Êîëëèíåàðíîñòü è êîìïëàíàðíîñòü. Ëè-
íåéíàÿ (íå)çàâèñèìîñòü ñèñòåìû âåêòîðîâ. Ðåïåðû.

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, åãî áèëèíåéíîñòü. Íîðìà âåê-
òîðà. Óãëû. Îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ âåêòîðà íà îñü.

Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ. Îðèåíòèðîâàííûé îáú¼ì ïà-
ðàëëåëåïèïåäà. Îðòîãîíàëèçàöèÿ ðåïåðà, ïîâîðîò ðåïåðà. Îðèåíòà-
öèÿ ðåïåðà.

Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ. Îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü ïà-
ðàëëåëîãðàììà. Äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, òîæäåñòâî ßêîáè.

Çàäàíèå ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè. Íîðìàëü
ê ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè è ê ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå. Íîðìàëüíûå
óðàâíåíèÿ ïðÿìîé è ïëîñêîñòè. Íàïðàâëÿþùèé âåêòîð, ïàðàìåòðè÷å-
ñêîå çàäàíèå ïðÿìîé. Ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ïëîñêîñòè. Óðàâíåíèå
ïðÿìîé ïî äâóì å¼ òî÷êàì. Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ïî òð¼ì å¼ òî÷êàì.
Óðàâíåíèÿ ïî òî÷êàì ÷åðåç îïðåäåëèòåëè è ðàíãè. Ïåðåõîä îò îäíîãî
ñïîñîáà çàäàíèÿ ïðÿìîé èëè ïëîñêîñòè ê äðóãîìó.

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé è äî ïëîñêîñòè. Ðàññòîÿíèå ìåæäó
ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè. Ïðîåêöèè è ïåðïåíäèêóëÿðû.

Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìûõ è ïëîñêîñòåé. Îïðåäåëåíèå ðàñïî-
ëîæåíèÿ ïî íîðìàëÿì è íàïðàâëÿþùèì âåêòîðàì. Óñëîâèÿ â ðàíãàõ.
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Êîëüöà è ïîëÿ

Äåëèìîñòü â öåëûõ ÷èñëàõ. Îáùèå äåëèòåëè, íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü è íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå äâóõ ÷èñåë. Àëãîðèòì äåëåíèÿ
ñ îñòàòêîì. Àëãîðèòì Ýâêëèäà. Ïðîñòûå ÷èñëà. Ðàçëîæåíèå ÷èñëà â
ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ.

Ìíîãî÷ëåíû îò îäíîãî ïåðåìåííîãî. Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ìíî-
ãî÷ëåíîâ. Äåëèòåëè ìíîãî÷ëåíà, ÍÎÄ è ÍÎÊ ïî àíàëîãèè ñ öåëûìè
÷èñëàìè. Àëãîðèòì äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì. Àëãîðèòì Ýâêëèäà.

Èçâëå÷åíèå êîðíÿ èç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, êîðíè èç åäèíèöû. Êîð-
íè ìíîãî÷ëåíà. Òåîðåìà Áåçó. Êðàòíîñòü êîðíÿ. Ñóùåñòâîâàíèå êîðíÿ
êîìïëåêñíîãî ìíîãî÷ëåíà (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Íåïðèâîäèìûå ìíîãî-
÷ëåíû. Ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè íàä C è
íàä R.

Ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, îïåðàöèè íàä íèìè. Ðàçëîæåíèå ðàöèî-
íàëüíîé ôóíêöèè â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé.

Ïîíÿòèÿ êîëüöà è ïîëÿ. Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû. Êîëüöî ìíîãî÷ëå-
íîâ îò îäíîãî ïåðåìåííîãî íàä ïðîèçâîëüíûì ïîëåì. Êîëüöî ìíî-
ãî÷ëåíîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Êîëüöî ìàòðèö. Ïîëå ÷àñòíûõ.
Ïðèìåðû ÷èñëîâûõ êîëåö è ïîëåé. Êîëüöà âû÷åòîâ. Ïðèìåðû êîíå÷-
íûõ ïîëåé. Õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ.

Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà âåùåñòâåííûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ. Àêñèîìû
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ëèíåéíûå êîìáèíàöèè, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà.
Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü âåêòîðîâ. Áàçèñ. Êîîðäèíàòû âåêòîðà îòíî-
ñèòåëüíî âûáðàííîãî áàçèñà. Ñóùåñòâîâàíèå áàçèñà. Ðàçìåðíîñòü ëè-
íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ðàíã ñèñòåìû âåêòîðîâ. Ðàíã ìàòðèöû ïî ñòðî-
êàì è ïî ñòîëáöàì. Ñîâïàäåíèå ðàíãîâ.

Îäíîðîäíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïðîñòðàíñòâî ðåøå-
íèé. Íåîäíîðîäíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ìíîãîîáðàçèå ðå-
øåíèé. Êðèòåðèé ñîâìåñòíîñòè.

Ïîäïðîñòðàíñòâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïåðåñå÷åíèå è ñóììà
ïîäïðîñòðàíñòâ. Ôîðìóëà ðàçìåðíîñòåé Ãðàññìàíà. Ïðÿìàÿ ñóììà
ïîäïðîñòðàíñòâ. Äîïîëíåíèå ê ïîäïðîñòðàíñòâó. Ôàêòîð-ïðîñòðàí-
ñòâî.

Ïðîñòðàíñòâî ìàòðèö. Ìàòðè÷íûå åäèíèöû. Òðàíñïîíèðîâàíèå.
Ìàòðèöû ñïåöèàëüíîãî âèäà: ñêàëÿðíûå, äèàãîíàëüíûå, òðåóãîëüíûå.
Ñèììåòðè÷åñêèå è êîñîñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû.
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Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ

Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñòîëáöîâ, áèåêöèÿ ñ ìàòðè-
öàìè. Îáðàçû è ïðîîáðàçû ïîäïðîñòðàíñòâ. Îáðàç è ÿäðî ëèíåéíîãî
îòîáðàæåíèÿ, òåîðåìà î ñóììå èõ ðàçìåðíîñòåé. Êîìïîçèöèÿ ëèíåé-
íûõ îòîáðàæåíèé. Àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ìàòðèö. Ðàíã ïðîèç-
âåäåíèÿ ìàòðèö.

Âûáîð áàçèñà êàê èçîìîðôèçì ñ êîîðäèíàòíûì ïðîñòðàíñòâîì.
Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ â áàçèñàõ. Ñìåíà áàçèñà, ìàòðè-
öà ïåðåõîäà. Èçìåíåíèå ìàòðèöû îòîáðàæåíèÿ ïðè ñìåíå áàçèñîâ.
Ñòðóêòóðà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëèòåëè

Ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ïîíÿòèþ îïðåäåëèòåëÿ. Ïåðåñòàíîâêè. Èí-
âåðñèè è ÷¼òíîñòü ïåðåñòàíîâêè. Êîìáèíàòîðíàÿ ôîðìóëà ïîëíîãî
ðàñêðûòèÿ îïðåäåëèòåëÿ. Ìèíîð è àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå. Ðàñ-
êðûòèå îïðåäåëèòåëÿ ïî ñòðîêå èëè ñòîëáöó. Îïðåäåëèòåëü (áëî÷íîé)
òðåóãîëüíîé ìàòðèöû.

Ïîëèëèíåéíîñòü è êîñîñèììåòðè÷íîñòü îïðåäåëèòåëÿ. Õàðàêòåðè-
çàöèÿ îïðåäåëèòåëÿ ýòèìè ñâîéñòâàìè (áåç äîêàçàòåëüñòâà). Ýëåìåí-
òàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îïðåäåëèòåëåé. Îïðåäåëèòåëü ïðîèçâåäåíèÿ
ìàòðèö.

Êðèòåðèé íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû. Îáðàòíàÿ ìàòðèöà. Ôîðìó-
ëû Êðàìåðà.

Ðàíã ìàòðèöû ïî ìèíîðàì, ýêâèâàëåíòíîñòü ñ ïðåæíèìè îïðåäå-
ëåíèÿìè. Ìåòîä îêàéìëÿþùèõ ìèíîðîâ (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

Ëèíåéíûå îïåðàòîðû

Ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ðàíã è äåôåêò ëèíåéíîãî îïå-
ðàòîðà. Ïðèìåðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ: ìàñøòàáèðîâàíèå, ïðîåêòî-
ðû, äèôôåðåíöèðîâàíèå.

Ïîíÿòèå àëãåáðû íàä ïîëåì. Àëãåáðà ìíîãî÷ëåíîâ. Àëãåáðà ìàò-
ðèö. Àëãåáðà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîäàëãåáðû áëî÷íûõ ìàòðèö. Ïî-
äàëãåáðà, ïîðîæä¼ííàÿ îäíèì îïåðàòîðîì. Ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí
îïåðàòîðà.

Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà â ïðÿìóþ
ñóììó. Äèàãîíàëèçèðóåìûå îïåðàòîðû. Ïðèìåðû íåäèàãîíàëèçèðóå-
ìûõ îïåðàòîðîâ: äèôôåðåíöèðîâàíèå, ïîâîðîò.

4



Ïîäîáèå ìàòðèö. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû. Õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà. Òåîðåìà Ãàìèëüòîíà�Êýëè. Ñîá-
ñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà. Ñîáñòâåííûå è
êîðíåâûå ïîäïðîñòðàíñòâà. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ è àëãåáðàè÷åñêàÿ êðàòíî-
ñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ (êîðíÿ). Ñïåêòð îïåðàòîðà. Ïðÿìîòà ñóì-
ìû ñîáñòâåííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Êðèòåðèé äèàãîíàëèçèðóåìîñòè ëè-
íåéíîãî îïåðàòîðà. Ôîðìóëèðîâêà êîðíåâîãî ðàçëîæåíèÿ.

Êâàäðàòè÷íûå êðèâûå è ïîâåðõíîñòè

Îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñû. Îðòîãîíàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Îð-
òîãîíàëüíûå 2 × 2 è 3 × 3 ìàòðèöû. Âåùåñòâåííûå ñèììåòðè÷íûå
ìàòðèöû, ñâîéñòâà èõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ.
Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà � Øìèäòà.

Êàðòèíêè ïîâåðõíîñòåé âòîðîãî ïîðÿäêà: ýëëèïñîèäû, ïàðàáîëî-
èäû, ãèïåðáîëîèäû, êîíóñû, öèëèíäðû, ðàñïàäàþùèåñÿ ïîâåðõíîñòè.
Ñâîäíûå òàáëèöû òèïîâ êâàäðàòè÷íûõ êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé.

Ïðèâåäåíèå îáùåãî óðàâíåíèÿ êâàäðèêè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó
ïðåîáðàçîâàíèåì ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò. Ìåòðè÷åñêàÿ è àôôèí-
íàÿ êëàññèôèêàöèè êâàäðèê. Ìåòðè÷åñêèå èíâàðèàíòû óðàâíåíèÿ
êâàäðèêè.

Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû

Áèëèíåéíûå ôîðìû. Ñèììåòðè÷íûå è êîñîñèììåòðè÷íûå áèëè-
íåéíûå ôîðìû. Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû. Ïîëÿðèçàöèÿ. Âûáîð áàçèñà
è çàäàíèå áèëèíåéíîé ôîðìû ìàòðèöåé. Èçìåíåíèå ìàòðèöû ôîð-
ìû ïðè ñìåíå áàçèñà. Êîíãðóýíòíîñòü ìàòðèö. Ðàíã ôîðìû. Ìåòîä
Ëàãðàíæà ïðèâåäåíèÿ ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Íîðìàëüíûé âèä êâàäðàòè÷íîé ôîðìû íàä C è íàä R. Çàêîí èíåð-
öèè äëÿ âåùåñòâåííûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì. Èíäåêñû èíåðöèè, ñèãíà-
òóðà. Ïîëîæèòåëüíî è îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííûå ôîðìû. Íåïîëî-
æèòåëüíî è íåîòðèöàòåëüíî ïîëóîïðåäåë¼ííûå ôîðìû. Ãëàâíûå ìè-
íîðû. Îïðåäåëåíèå ñèãíàòóðû ìåòîäîì ßêîáè. Ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåë¼ííûå ôîðìû. Êðèòåðèé Ñèëüâåñòðà.

Æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íèëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà. Ðàçëî-
æåíèå ïðîñòðàíñòâà â ïðÿìóþ ñóììó ÿäðà è îáðàçà íåêîòîðîé ñòåïåíè
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îïåðàòîðà. Ñâîéñòâà êîðíåâûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Äîêàçàòåëüñòâî êîð-
íåâîãî ðàçëîæåíèÿ.

Íèëü-öåïè è æîðäàíîâû òàáëèöû. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü æîð-
äàíîâîé ñèñòåìû. Îòûñêàíèå æîðäàíîâà áàçèñà íèëüïîòåíòíîãî îïå-
ðàòîðà.Æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà ìàòðèöû. Ôóíêöèè îò ìàòðèö.
Ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà.

Ïðèìåðû ãðóïï

Ïîíÿòèå ãðóïïû. Ãðóïïà ïîâîðîòîâ ïëîñêîñòè. Öèêëè÷åñêèå ãðóï-
ïû, ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê. Òàáëèöà óìíîæåíèÿ â ãðóïïå. Ãðóïïû, ïî-
ðîæä¼ííûå îòðàæåíèÿìè. Ãðóïïû ñäâèãîâ. Ðåø¼òêè. Êðèñòàëëîãðà-
ôè÷åñêèå ãðóïïû.

Êëàññè÷åñêèå ãðóïïû ìàòðèö. Îáîáù¼ííûå îðòîãîíàëüíûå ãðóï-
ïû: ãðóïïà Ëîðåíöà, ñèìïëåêòè÷åñêèå ãðóïïû.

Ìîðôèçìû ãðóïï, èçîìîðôèçìû. Äåéñòâèå ãðóïïû íà ìíîæåñòâå.
Äåéñòâèÿ ãðóïïû íà ñåáå. Îðáèòû è ñòàáèëèçàòîðû.

Ïðèìåðû àëãåáð

Ñòðîåíèå ãðóïïû SU2. Àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ. Ñîïðÿæåíèå, íîð-
ìà, îáðàùåíèå êâàòåðíèîíà. ×èñòî ìíèìûå êâàòåðíèîíû, ñâÿçü èõ
óìíîæåíèÿ ñî ñêàëÿðíûì è âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèÿìè. Ñïèíîðíîå
íàêðûòèå SU2 → SO3. Êâàòåðíèîíû è âðàùåíèÿ òð¼õìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà.

Êëàññè÷åñêèå ìàòðè÷íûå àëãåáðû Ëè.
Ïîëèëèíåéíûå è êîñîñèììåòðè÷íûå ôîðìû (âíåøíèå ôîðìû).

Ïðèìåðû: îïðåäåëèòåëü, ìèíîðû. Àëãåáðû Ãðàññìàíà.
Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû. Àëãåáðû Âåéëÿ.

Ëèòåðàòóðà

1. À. Ï. Óëüÿíîâ. Êîíñïåêò ëåêöèé ïî àëãåáðå è ãåîìåòðèè.
2. Í. È. Àëåêñàíäðîâà. Ñåìèíàðû ïî âûñøåé àëãåáðå è àíàëèòè÷åñêîé
ãåîìåòðèè.
3. À. È. Êîñòðèêèí. Ââåäåíèå â àëãåáðó. ×àñòü 1. Îñíîâû àëãåáðû.
4. À. È. Êîñòðèêèí. Ââåäåíèå â àëãåáðó. ×àñòü 2. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà.
5. À. Ã. Êóðîø. Êóðñ âûñøåé àëãåáðû.
6. Ä. Â. Áåêëåìèøåâ. Êóðñ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé
àëãåáðû.
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7. Ä. Ê. Ôàääååâ. Ëåêöèè ïî àëãåáðå.
8. Â. Áîññ. Ëåêöèè ïî ìàòåìàòèêå. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà.
9. À. È. Êîñòðèêèí, Þ. È. Ìàíèí. Ëèíåéíàÿ àëãåáðà è ãåîìåòðèÿ.
10. À. Ä. Àëåêñàíäðîâ, Í. Þ. Íåöâåòàåâ. Ãåîìåòðèÿ.
11. À. Â. Ïîãîðåëîâ. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ.
12. Ï. Ñ. Ìîäåíîâ. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ.
13. Â. À. Èëüèí, Ý. Ã. Ïîçíÿê. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ.
14. À. È. Êîñòðèêèí. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî àëãåáðå.
15. È. Â. Ïðîñêóðÿêîâ. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî ëèíåéíîé àëãåáðå.
16. Ä. Ê. Ôàääååâ, È. Ñ. Ñîìèíñêèé. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî âûñøåé àë-
ãåáðå.
17. Ñ. Â. Áàõâàëîâ, Ï. Ñ. Ìîäåíîâ, À. Ñ. Ïàðõîìåíêî. Ñáîðíèê çàäà÷
ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
18. Ë. À. Áåêëåìèøåâà è äð. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåî-
ìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðå.

Ïëàí ñåìèíàðîâ

Ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåì êîîðäèíàò, ìàòðèöû 2 ÷àñà
Êîìïëåêñíûå ÷èñëà 2 ÷àñà
Ýëëèïñ, ïàðàáîëà, ãèïåðáîëà 2 ÷àñà
Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ
íåèçâåñòíûõ, ðàíã ìàòðèöû 3 ÷àñà
Òð¼õìåðíàÿ âåêòîðíàÿ àëãåáðà 3 ÷àñà
Ïðÿìûå è ïëîñêîñòè 2 ÷àñà
Ìíîãî÷ëåíû è èõ êîðíè, ðàçëîæåíèå äðîáè íà ïðîñòåéøèå 4 ÷àñà
Êîëüöà è ïîëÿ 2 ÷àñà
Îáðàòíàÿ ìàòðèöà, ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå AX = B 2 ÷àñà
Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, áàçèñû 2 ÷àñà
Ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ,
ìíîãîîáðàçèå ðåøåíèé 3 ÷àñà
Äåéñòâèÿ ñ ïîäïðîñòðàíñòâàìè, áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ 2 ÷àñà
Ñìåíà áàçèñà, ìàòðèöà ïåðåõîäà 2 ÷àñà
Ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëåé 2 ÷àñà
Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ è ìàòðèöû, ëèíåéíûå îïåðàòîðû 2 ÷àñà
Íàõîæäåíèå áàçèñîâ ÿäðà è îáðàçà îïåðàòîðà 2 ÷àñà
Ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû 3 ÷àñà
Äèàãîíàëèçàöèÿ ìàòðèöû îïåðàòîðà 3 ÷àñà
Ýâêëèäîâû ïðîñòðàíñòâà, ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè 2 ÷àñà
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Êðèâûå è ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà,
ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó 4 ÷àñà
Êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, ìåòîä Ëàãðàíæà 2 ÷àñà
Âåùåñòâåííûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû 2 ÷àñà
Æîðäàíîâà íîðìàëüíàÿ ôîðìà ìàòðèöû,
ôóíêöèè îò ìàòðèöû, ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà 4 ÷àñà
Ãðóïïû 4 ÷àñà
Êâàòåðíèîíû, ìàòðèöû Ïàóëè 2 ÷àñà
Êîíòðîëüíûå ðàáîòû 3 ÷àñà

Ïðîãðàììó ëåêöèé è ïëàí ñåìèíàðñêèõ çàíÿòèé
ïî âûñøåé àëãåáðå è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè
ñîñòàâèë À. Ï. Óëüÿíîâ

Çàäàíèÿ ïî âûñøåé àëãåáðå
è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

Ïðèìå÷àíèÿ:

• Çàäà÷è, ïîìå÷åííûå çâ¼çäî÷êîé, íå ÿâëÿþòñÿ îáÿçàòåëüíûìè äëÿ
ïîëó÷åíèÿ äîïóñêà, îäíàêî áàëëû ïðèíîñÿò.

• Â ñòàíäàðòíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷àõ ïðåïîäàâàòåëü ìîæåò
ðàçíîîáðàçèòü ÷èñëà.

Çàäàíèå 1 (ñäàòü ê 21 ñåíòÿáðÿ)

1. Èçó÷èòü ìíîæåñòâî ìàòðèö F =
{[

a b
−b a

]∣∣a, b ∈ R
}
.

(a) Ïðîâåðèòü àññîöèàòèâíîñòü è êîììóòàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ ìàò-
ðèö ýòîãî òèïà.

(b) Íàéòè ôîðìóëó îáðàùåíèÿ òàêîé ìàòðèöû.

(c) Ðåøèòü â F óðàâíåíèå X2 + 1 = 0.

(d) Âû÷èñëèòü ìàòðèöó
[

cosα sinα
− sinα cosα

]n
.

2. Äîêàçàòü òîæäåñòâî |z + w|2 + |z − w|2 = 2 |z|2 + 2 |w|2, ãäå z, w ∈ C,
è óêàçàòü åãî ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë.

8



3. Íàéòè òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ôîðìó ñëåäóþùèõ ÷èñåë, ãäå α ∈ R:

i− tgα
i+ tgα

; (1 + cosα+ i sinα)27;

(
1 + i

√
3

1− i

)18

.

4. Èñïîëüçóÿ êîìïëåêñíóþ ýêñïîíåíòó, âûðàçèòü sin7 x ÷åðåç ïåðâûå
ñòåïåíè ñèíóñà àðãóìåíòîâ, êðàòíûõ x.

5. Ïðèìåíÿÿ êîìïëåêñíûå ÷èñëà, äîêàçàòü ðàâåíñòâî∑
16k6n

cos
(2k − 1)π

n
= 0

äëÿ âñåõ öåëûõ n > 1.

6. Êîìïëåêñíûå ïåðåìåííûå z è w ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì z+z−1 = 2w.
Îïðåäåëèòü, êàêóþ êðèâóþ ïðîáåãàåò w, êîãäà z ïðîáåãàåò

(a) îêðóæíîñòü
{
z
∣∣ |z| = ρ

}
;

(b) ëó÷
{
z
∣∣ arg z = ϕ

}
.

7. (a) Äîêàçàòü, ÷òî ýëëèïñ è ãèïåðáîëà, èìåþùèå îáùèå ôîêóñû, ïå-
ðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì.

(b) Äîêàçàòü, ÷òî ïàðàáîëû, èìåþùèå îáùèé ôîêóñ è ñîâïàäàþùèå,
íî ïðîòèâîíàïðàâëåííûå îñè, ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì.

8. Íàéòè ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî öåíòðîâ îêðóæíîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷å-
ðåç äàííóþ òî÷êó è êàñàþùèõñÿ äàííîé (a) îêðóæíîñòè; (b) ïðÿìîé.

9. Ïðèâåäåíèåì ê ñòóïåí÷àòîìó âèäó ðåøèòü ñèñòåìû óðàâíåíèé 2x1 + 3x2 − 5x3 + 4x4 = 2,
4x1 + 6x2 − 4x3 + 3x4 = 3,
6x1 + 9x2 − 3x3 + 2x4 = 4;

 7x1 − 4x2 + x3 + 3x4 = 5,
5x1 + 7x2 − 4x3 − 6x4 = 3,
3x1 − 5x2 + 2x3 + 4x4 = 2.

10. Â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà λ ðåøèòü ñèñòåìy óðàâíåíèé λx1 + x2 + x3 = 3,
x1 + λx2 + x3 = 3,
x1 + x2 + λx3 = 3.
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Çàäàíèå 2 (ñäàòü ê 5 îêòÿáðÿ)

1. Âåðøèíû (íåïðÿìîóãîëüíîãî) òðåóãîëüíèêà ABC è òî÷êà H ïåðå-
ñå÷åíèÿ åãî âûñîò çàäàíû ðàäèóñ-âåêòîðàìè a, b, c è h. Äîêàçàòü,
÷òî

h =
a tgA+ b tgB + c tgC

tgA+ tgB + tgC
.

2. Íàéòè ïëîùàäü ïðîåêöèè ïàðàëëåëîãðàììà íà âåêòîðàõ v è w íà
ïëîñêîñòü ñ åäèíè÷íîé íîðìàëüþ n = i cosα+ j cosβ + k cos γ.

3. Äëÿ âñåõ âåêòîðîâ ai, bi ïðîñòðàíñòâà R3 äîêàçàòü òîæäåñòâî

(a1 × a2) · (b1 × b2) =
∣∣∣∣ a1 · b1 a1 · b2

a2 · b1 a2 · b2

∣∣∣∣ .
4. Íàéòè â âåêòîðíîé ôîðìå ðåøåíèå r ñèñòåìû èç òð¼õ óðàâíåíèé

r · ai = ci, i = 1, 2, 3,

ãäå âåêòîðû ai íå êîìïëàíàðíû.

5. Äàíû ïðÿìûå

x

1
=
y

a
=
z

1
è
{ x− ay + a− 1 = 0,
x− z + a2 − 4a+ 3 = 0.

(a) Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ýòè ïðÿìûå ñîâ-
ïàäàþò, ïàðàëëåëüíû, ïåðåñåêàþòñÿ, ñêðåùèâàþòñÿ.

(b) Ïðè a = 2 íàéòè îñíîâàíèÿ îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê ýòèì ïðÿ-
ìûì.

6. Íàéòè ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò â ïðî-
ñòðàíñòâå, åñëè íà÷àëà äâóõ ñèñòåì ðàçëè÷íû, à êîíöû åäèíè÷íûõ
áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñîâïàäàþò.

7. Îïðåäåëèòü, ñóùåñòâóþò ëè òàêèå ìíîãî÷ëåíû u è v, ÷òî ìíîãî÷ëåí

(x6 + 2x4 − 4x3 − 3x2 + 8x− 5)u(x) + (x5 + x2 − x+ 1) v(x)

ðàâåí: (a) 1; (b) x2 + 1; (c) x3 − x+ 1; (d) x4 + x3 − x2 + 1.

8. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí x3m + x3n+1 + x3p+2 äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí
x2 + x+ 1 ïðè âñåõ m,n, p ∈ Z>0.
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9∗. (Ôîðìóëà Ðîäðèãà) Åäèíè÷íûé âåêòîð u ∈ R3 è ÷èñëî θ ∈ R çàäàþò
ïîâîðîò ïðîñòðàíñòâà íà óãîë θ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç u.
Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîëüíûé âåêòîð v ïðåîáðàçóåòñÿ â âåêòîð

v cos θ + u(u · v)(1− cos θ)± u× v sin θ.

Çíàê âûáèðàåòñÿ ñîãëàñíî íàïðàâëåíèþ ïîâîðîòà.

10∗. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà r è s âçàèìíî ïðîñòû. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêèé êîì-
ïëåêñíûé êîðåíü èç åäèíèöû ñòåïåíè rs îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êîðíÿ ñòåïåíè r íà êîðåíü ñòåïåíè s.

Çàäàíèå 3 (ñäàòü ê 26 îêòÿáðÿ)

1. Ðàçëîæèòü â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðîáåé íàä R è íàä C:

(a)
x2 + x+ 1
(x+ 1)5

; (b)
x2

x4 + 4
; (c)

x

(x+ 1)(x2 + 1)2
.

2. Ðåøèòü ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå 1 3 0
4 −3 3
3 −1 2

 ·X ·
 0 0 1

0 1 0
1 0 0

 =

 7 5 7
7 11 1
7 9 3

 .
3. Íàéòè êàêîé-íèáóäü áàçèñ ñèñòåìû âåêòîðîâ {a1, . . . ,a5} è âñå

îñòàëüíûå âåêòîðû ñèñòåìû âûðàçèòü ÷åðåç íåãî äëÿ

a1 = (2,−1, 1, 0)>, a2 = (1, 2,−3, 1)>, a3 = (2, 5,−2,−6)>,

a4 = (5,−2, 0, 3)>, a5 = (2,−3, 2, 2)>.

4. Íàéòè ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèÿ êîòîðîé � ýëåìåíòû
ëèíåéíîãî ìíîãîîáðàçèÿ{

(0, 1, 2, 3)> + α(1, 0,−1, 2)> + β(3, 2, 1, 0)>
}
.

5. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ äàííàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ëþáûõ ðåøåíèé
äàííîé íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñíîâà áóäåò ðå-
øåíèåì ýòîé ñèñòåìû?
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6. Íàéòè áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê L1 è L2:

L1 =
〈
(1, 0, 0, 1)>, (0, 1, 2,−1)>, (2,−1,−1, 0)>

〉
;

L2 =
〈
(1, 0, 1, 0)>, (0, 1,−1, 3)>, (4,−1,−1, 1)>

〉
.

7. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöû A è B îáå êîñîñèììåòðè÷åñêèå, òî èõ
êîììóòàòîð [A,B] � êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà.

8. Ïóñòü S, A è L � ïîäïðîñòðàíñòâà âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ, êîñîñèì-
ìåòðè÷åñêèõ è íèæíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö â ïðîñòðàíñòâå Mn(R).
Äîêàçàòü, ÷òî A⊕ L = A⊕ S.

9∗. (a) Íàéòè âñå îáðàòèìûå ýëåìåíòû, âñå äåëèòåëè íóëÿ è âñå íèëüïî-
òåíòíûå ýëåìåíòû â êîëüöàõ Zn, Z[i], Z2[i] è Z3[i], ãäå i2 +1 = 0.

(b) Îïðåäåëèòü, êàêèå èç ýòèõ êîëåö ÿâëÿþòñÿ ïîëÿìè.

10∗. Ïóñòü α � êîìïëåêñíûé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà p ∈ Q[x], íåïðèâîäèìî-
ãî íàä Q. Íàéòè ðàçìåðíîñòü íàä Q ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Q[α],
ñîñòîÿùåãî èç ÷èñåë âèäà f(α), ãäå f ∈ Q[x].

Çàäàíèå 4 (ñäàòü ê 9 íîÿáðÿ)

1. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {a1,a2,a3} ê áàçèñó {b1,b2,b3}:

a1 = (1, 2, 0)>, a2 = (0, 1,−1)>, a3 = (−1, 1, 3)>;

b1 = (2, 3, 1)>, b2 = (2, 1,−3)>, b3 = (−2, 6, 8)>.

2. Äëÿ âñåõ âåêòîðîâ ai, bi ïðîñòðàíñòâà R3 äîêàçàòü òîæäåñòâî

(a1,a2,a3) · (b1,b2,b3) =

∣∣∣∣∣∣
a1 · b1 a1 · b2 a1 · b3

a2 · b1 a2 · b2 a2 · b3

a3 · b1 a3 · b2 a3 · b3

∣∣∣∣∣∣ .
3. Íàéòè îáðàòíûå ê ìàòðèöàì

1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

 ;


2 −1 0 0
−1 2 −1 0

0 −1 2 −1
0 0 −1 2

 ;


2 0 0 0
0 0 1 1
0 0 1 0
0 3 3 0

 .
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4. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 −z −z . . . −z
z 0 −z . . . −z
z z 0 . . . −z
. . . . . . . . . . . . . . . . .
z z z . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

5. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z z 0 0 . . . 0
z z z 0 . . . 0
0 z z z . . . 0
0 0 z z . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

6. Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä R ñèñòåì ôóíêöèé

(a) {sinx, sin 2x, . . . , sinnx};
(b) {ek1x, ek2x, . . . , eknx}, ãäå ki 6= kj ïðè i 6= j.

7. Âåêòîðû ak, bk çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â áàçèñå {e1, e2, e3}:

a1 = (2, 3, 5)>, a2 = (0, 1, 2)>, a3 = (1, 0, 0)>;

b1 = (1, 1, 1)>, b2 = (1, 1,−1)>, b3 = (2, 1, 2)>.

Íàéòè ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî ak â ñîîòâåò-
ñòâóþùèå bk, â áàçèñå {e1, e2, e3} è â áàçèñå {e3, e2 +e3, e1 +e2 +e3}.

8. Íàéòè áàçèñû ÿäðà è îáðàçà îïåðàòîðà, çàäàííîãî ìàòðèöåé
0 −2 −3 2
1 1 1 −1
0 0 2 0
1 −1 0 1

 .
9∗. Äîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâå ïðÿìûå ïðîñòðàíñòâà Rn, n > 3, ñîäåðæàò-

ñÿ â íåêîòîðîì òð¼õìåðíîì ëèíåéíîì ìíîãîîáðàçèè â Rn. Äîêàçàòü,
÷òî ëþáûå äâå ïëîñêîñòè ïðîñòðàíñòâà Rn ñîäåðæàòñÿ â ëèíåéíîì
ìíîãîîáðàçèè ðàçìåðíîñòè íå áîëåå 5.
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10∗. Çàïèñàòü â âèäå îïðåäåëèòåëÿ óðàâíåíèå îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êè (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3), íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé.

Çàäàíèå 5 (ñäàòü ê 30 íîÿáðÿ)

1. Åñëè âîçìîæíî, ïåðåõîäÿ ê íîâîìó áàçèñó íàä R è íàä C, ïðèâåñòè
ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ìàòðèöû 4 −4 1

7 5 9
−5 0 −4

 ;

 4 6 5
2 4 3
−5 −9 −7

 .
2. Íàéòè êàíîíè÷åñêèå ïðÿìîóãîëüíûå êîîðäèíàòû, êàíîíè÷åñêîå

óðàâíåíèå, òèï, ôîêóñû, äèðåêòðèñû è àñèìïòîòû êðèâûõ âòîðîãî
ïîðÿäêà:

(a) x2 − 4xy + 4y2 − 7x+ 9y + 16 = 0;

(b) x2 − 4xy + 4y2 − 5x+ 10y + 16 = 0;

(c) 2x2 + 3xy − 2y2 + 5y + 2 = 0;

(d) 2x2 + 3xy − 2y2 + 5y − 2 = 0.

3. Íàéòè êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è ðàñïîëîæåíèå êâàäðèê:

(a) x2 + 5y2 + z2 + 2xy + 6xz + 2yz − 2x+ 6y + 2z + 2 = 0;
(b) 2x2 + 5y2 + 2z2 − 2xy − 4xz + 2yz + 2x− 10y − 2z − 1 = 0;
(c) 4x2 + 49y2 + z2 − 28xy + 4xz − 14yz + 8x− 28y + 4z + 3 = 0;
(d) x2 − 2y2 + z2 + 4xy − 8xz − 4yz − 14x− 4y + 14z + 16 = 0;
(e) 5x2 − y2 + z2 + 4xy + 6xz + 2x+ 4y + 6z − 8 = 0.

4. Îïðåäåëèòü àôôèííûå òèïû êâàäðèê:

(a) 5x2 + 2y2 + 4z2 − 2xy + 4xz + 4yz − 2x− 8y − 12z + 10 = 0;
(b) 2x2 + y2 + 2z2 − 2xy − 2yz + x− 4y − 3z + 2 = 0;
(c) x2 − 2y2 + z2 + 4xy − 10xz + 4yz + 2x+ 4y − 10z − 1 = 0;
(d) x2 + y2 + 4z2 − 2xy + 4xz − 4yz − 6x+ 6y − 12z + 9 = 0;
(e) x2 + 3y2 + 6z2 − 2xy + 4xz − 4yz − 6x+ 6y − 12z + 9 = 0.

5. Âûïèñàòü ìíîæåñòâî öåíòðîâ êàæäîé êâàäðèêè â çàäà÷àõ 3 è 4.
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6. Ïðîâåðèòü èñòèííîñòü ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ: ïîâåðõíîñòü âòîðî-
ãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà å¼ õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå èìååò êðàòíûé êîðåíü.

7. Íàéòè óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ñðåäè ïëîñêèõ ñå÷åíèé êîíóñà

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0

èìåþòñÿ ðàâíîñòîðîííèå ãèïåðáîëû.

8∗. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
1

1
2

1
3 . . . 1

n
1
2

1
3

1
4 . . . 1

n+1
1
3

1
4

1
5 . . . 1

n+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
1
n

1
n+1

1
n+2 . . . 1

2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

9∗. Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëü∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x2
1 x3

1 . . . xn1
1 x2

2 x3
2 . . . xn2

1 x2
3 x3

3 . . . xn3
. . . . . . . . . . . . . . . . .

1 x2
n x3

n . . . xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

10∗. Ïóñòü R[x]n � ïîäïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n â
R[x].

(a) Äîêàçàòü, ÷òî d
dx ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà R[x]n. Äî-

êàçàòü, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí, è ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â
êàêîì-íèáóäü áàçèñå.

(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d
dx íà R[x]n.

11∗. Íàéòè îáú¼ì òð¼õìåðíîãî ýëëèïñîèäà, çàäàííîãî îáùèì óðàâíåíèåì.
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Çàäàíèå 6 (ñäàòü ê 14 äåêàáðÿ)

1. Äîïîëíèòü ñïèñîê âåêòîðîâ〈
(1, 2,−1, 1)>, (2,−2,−1, 1)>

〉
äî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà ýâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R4.

2. Ìåòîäîì Ëàãðàíæà íàéòè êàíîíè÷åñêèé âèä êâàäðàòè÷íûõ ôîðì

(a) x2
1 − 2x2

2 + x2
3 − 4x1x2 + 8x1x3 − 4x2x3;

(b) x1x2 + x1x3 + x2x3.

3. Íàéòè íîðìàëüíûé âèä íàä R è ñèãíàòóðó êâàäðàòè÷íûõ ôîðì

(a) 3x2
1 − x2

3 + 6x1x2 − 2x1x3 + 2x2x3;

(b) x1x2 + x1x3 + x1x4 + x2x3 + x2x4 + x3x4.

4. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ λ

(a) êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà 2x2
1 + x2

2 + 3x2
3 + 2λx1x2 + 2x1x3 ïîëîæè-

òåëüíî îïðåäåëåíà?

(b) êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà −x2
1+λx2

2−x2
3+4x1x2+8x2x3 îòðèöàòåëüíî

îïðåäåëåíà?

5. Íàéòè ÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè íàä C è íàä R êâàäðàòè÷íûõ
ôîðì îò n ïåðåìåííûõ.

6. Íàéòè exp(Aπ) äëÿ ìàòðèöû

A =


−1 1 0 0
−4 −1 0 0

0 0 −1 −4
0 0 1 −1

 .
7∗. (a) Äîêàçàòü, ÷òî íåíóëåâàÿ íèëüïîòåíòíàÿ ìàòðèöà íå ïîäîáíà

äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå.

(b) Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà A òàêàÿ, ÷òî Ak = E
ïðè íåêîòîðîì k ∈ Z>0, ïîäîáíà äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå, è íàéòè
âèä ïîñëåäíåé.

8∗. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöû A è B êîììóòèðóþò, òî íàéä¼òñÿ òàêàÿ
óíèòàðíàÿ ìàòðèöà U , ÷òî ìàòðèöû U†AU è U†B U îáå äèàãîíàëüíû.
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Çàäàíèå 7 (ñäàòü ê 28 äåêàáðÿ)

1. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî On(Z) âñåõ öåëî÷èñëåííûõ îðòîãîíàëüíûõ
n × n ìàòðèö îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ. Íàéòè ïî-
ðÿäîê ýòîé ãðóïïû.

2. (a) Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ôóíêöèé z 7→ f(z) = az+b
cz+d , ãäå z, a, b,

c, d ∈ C è ad − bc 6= 0, îáðàçóåò ãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
êîìïîçèöèè ôóíêöèé.

(b) Êàæäîé ìàòðèöå
[
a b
c d

]
∈ GL2(C) ñîïîñòàâèì ôóíêöèþ f(z) èç

ïóíêòà (a). Áóäåò ëè ýòî îòîáðàæåíèå ìîðôèçìîì ãðóïï? Íàéòè
åãî ÿäðî.

3. Íàéòè ïîðÿäîê ãðóïïû âðàùåíèé (a) ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà; (b) êó-
áà; (c) ïðàâèëüíîãî äîäåêàýäðà.

4. Â àëãåáðå êâàòåðíèîíîâ H ðåøèòü óðàâíåíèå X2 + 1 = 0.

5∗. Ïðèâåñòè ê æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû
1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

 ;


3 −4 −2 2
2 −3 −2 2
−1 0 4 −5
−1 0 3 −4

 .
Âûïèñàòü âñå 2-ìåðíûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ îïåðàòî-
ðà, çàäàííîãî â íåêîòîðîì áàçèñå êàæäîé èç ýòèõ ìàòðèö.

6∗. Äîêàçàòü, ÷òî ýëåìåíòàðíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòðîê è ñòîëáöîâ
íàä Z ëþáóþ öåëî÷èñëåííóþ ìàòðèöó ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó [A 0

0 0 ] ,
ãäå A = diag {d1, . . . , dr} è dk|dk+1 äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , r − 1.

7∗. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà f îò ïåðåìåííûõ x1, x2, x3, x4 ïîëîæèì

Sym(f) =
{
σ ∈ S4

∣∣ f(xσ(1), xσ(2), xσ(3), xσ(4)) = f(x1, x2, x3, x4)
}
.

Äîêàçàòü, ÷òî Sym(f) � ïîäãðóïïà â S4. Íàéòè Sym(x1x2 + x3x4).

8∗. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàò-
ðèöà exp(iHt) óíèòàðíà.

9∗. (Ìàòðèöû Ïàóëè) Ðàññìîòðåòü êîìïëåêñíûå ìàòðèöû

σ0 =
[

1 0
0 1

]
, σ1 =

[
0 1
1 0

]
, σ2 =

[
0 −i
i 0

]
, σ3 =

[
1 0
0 −1

]
.
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Ïðîâåðèòü, ÷òî

(a) σaσb−σbσa = 2iεabcσc, ãäå {a, b, c} = {1, 2, 3} è εabc = sign ( 1 2 3
a b c ) ;

(b) σaσb + σbσa = 2δabσ0 ïðè a, b 6= 0, ãäå δab � ñèìâîë Êðîíåêåðà;

(c) ìíîæåñòâî {iσ1, iσ2, iσ3} îáðàçóåò íàä R áàçèñ su2;

(d) ìíîæåñòâî {iσ1, iσ2, iσ3} îáðàçóåò íàä C áàçèñ sl2;

(e) ìíîæåñòâî {σ0, iσ1, iσ2, iσ3} îáðàçóåò íàä R áàçèñ u2;

(f) ìíîæåñòâî {σ0, iσ1, iσ2, iσ3} îáðàçóåò íàä C áàçèñ gl2.

Çàäàíèÿ ïî âûñøåé àëãåáðå è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè
ñîñòàâèë À. Ï. Óëüÿíîâ
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