
Çàäàíèÿ ïî ëèíåéíîé àëãåáðå è ãåîìåòðèè

Ëåêòîð � Àëåêñàíäð Ïåòðîâè÷ Óëüÿíîâ

Ðåøåíèÿ ÷àñòè ôîðìóëèðóåìûõ íèæå çàäà÷ ñîñòîÿò â îñ-
íîâíîì èç ñòàíäàðòíûõ âû÷èñëåíèé; ýòè çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ
ëèøü îáðàçöàìè, ïî êîòîðûì ïðåïîäàâàòåëè âûäàäóò ñòó-
äåíòàì èíäèâèäóàëüíûå çàäàíèÿ. Çàäà÷è, ïîìå÷åííûå çâ¼ç-
äî÷êîé, íå ÿâëÿþòñÿ îáÿçàòåëüíûìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîïóñ-
êà íà ýêçàìåí, îäíàêî áàëëû ïðèíîñÿò.

Çàäàíèå 5 (ñäàòü ê 21 ìàðòà)

1. Íàéòè áàçèñû ÿäðà è îáðàçà îòîáðàæåíèÿ, çàäàííîãî ìàòðèöåé
0 −2 −3 2
1 1 1 −1
0 0 2 0
1 −1 0 1

 .
2. Íàéòè ìàòðèöó ïåðåõîäà îò áàçèñà {a1,a2,a3} ê áàçèñó {b1,b2,b3}:

a1 = (1, 2, 0)>, a2 = (0, 1,−1)>, a3 = (−1, 1, 3)>;

b1 = (2, 3, 1)>, b2 = (2, 1,−3)>, b3 = (−2, 6, 8)>.

3. Âåêòîðû ak, bk çàäàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â áàçèñå {e1, e2, e3}:

a1 = (2, 3, 5)>, a2 = (0, 1, 2)>, a3 = (1, 0, 0)>;

b1 = (1, 1, 1)>, b2 = (1, 1,−1)>, b3 = (2, 1, 2)>.

Íàéòè ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî ak â ñîîòâåò-
ñòâóþùèå bk, â áàçèñå {e1, e2, e3} è â áàçèñå {e3, e2 +e3, e1 +e2 +e3}.

4. Â ïðîñòðàíñòâå R4 äàíà ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà L òð¼õ ñòîëáöîâ

a1 = (1, 2, 3, 4)>, a2 = (3, 4, 5, 6)>, a3 = (5, 6, 7, 8)>.

Íàéòè òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâîM, ÷òî R4 = L ⊕M.
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5. Ïóñòü S, A è L � ïîäïðîñòðàíñòâà âñåõ ñèììåòðè÷åñêèõ, êîñîñèì-
ìåòðè÷åñêèõ è íèæíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö â ïðîñòðàíñòâå Mn(R).
Äîêàçàòü, ÷òî A⊕ L = A⊕ S.

6. Íàéòè áàçèñû ñóììû è ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíûõ îáîëî÷åê

L1 =
〈
(1, 0, 0, 1)>, (0, 1, 2,−1)>, (2,−1,−1, 0)>

〉
;

L2 =
〈
(1, 0, 1, 0)>, (0, 1,−1, 3)>, (4,−1,−1, 1)>

〉
.

7∗. Íà ïðîñòðàíñòâåMn(C) êâàäðàòíûõ êîìïëåêñíûõ ìàòðèö îïðåäåë¼í
ëèíåéíûé îïåðàòîð ýðìèòîâà ñîïðÿæåíèÿ h ïðàâèëîì h(A) = A†, ãäå
A† = Ā>. Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà, âåêòîðû è ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ
îïåðàòîðà h.
Óêàçàíèå: Ðàçáåðèòå ñëó÷àé Mn(R) ñ îïåðàòîðîì h(A) = A>. Íàé-
äèòå ïîäâîõ â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå.

8. Åñëè âîçìîæíî, ïåðåõîäÿ ê íîâîìó áàçèñó íàä R è íàä C, ïðèâåñòè
ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ìàòðèöû 4 −4 1

7 5 9
−5 0 −4

 ;

 4 6 5
2 4 3
−5 −9 −7

 .
9∗. Ïóñòü V = R[x]6n � ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå n.

(a) Äîêàçàòü, ÷òî d
dx ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì íà V. Äîêà-

çàòü, ÷òî îí íèëüïîòåíòåí, è ïðåäñòàâèòü åãî ìàòðèöåé â êàêîì-
íèáóäü áàçèñå.

(b) Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðû îïåðàòîðà x d
dx íà V.

10∗. Äîêàçàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü íàä R ñèñòåì ôóíêöèé

(a) {ex, e2x, . . . , enx};
(b) {sin k1x, sin k2x, . . . , sin knx}, ãäå ki 6= kj ïðè i 6= j.
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Çàäàíèå 6 (ñäàòü ê 25 àïðåëÿ)

1. Ïðèâåñòè ê æîðäàíîâîé ôîðìå ìàòðèöû
1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

 ;


3 −4 −2 2
2 −3 −2 2
−1 0 4 −5
−1 0 3 −4

 .
Âûïèñàòü âñå 2-ìåðíûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà äëÿ îïåðàòî-
ðà, çàäàííîãî â íåêîòîðîì áàçèñå êàæäîé èç ýòèõ ìàòðèö.

2. Íàéòè æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèöû A è âûÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë ïðåäñòàâëåííîãî åé ëèíåéíîãî îïåðàòîðà, åñëè: (a) A2 = E;
(b) A2 = A.

3. Íàéòè exp(Aπ) äëÿ ìàòðèöû

A =


−1 1 0 0
−4 −1 0 0

0 0 −1 −4
0 0 1 −1

 .
4. Äîïîëíèòü ñïèñîê âåêòîðîâ

{(1, 2,−1, 1)>, (2,−2,−1, 1)>}

äî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà ýâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R4.

5. Íàéòè îðòîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ âåêòîðà (4,−3,−1, 4)> íà ëèíåéíóþ
îáîëî÷êó

〈
(1, 1, 1, 1)>, (1, 2, 2,−1)>, (1, 0, 0, 3)>

〉
.

6. Â ïðîñòðàíñòâå R[x]63 âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 3
ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =
∫ 1

0

f(x)g(x) dx

íàéòè: (a) îáú¼ì ïàðàëëåëåïèïåäà íà âåêòîðàõ 1, x, x2; (b) ðàññòîÿíèå
îò âåêòîðà x3−x äî ïîäïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå áîëåå 2.

7. Íà êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ìàòðèö M2(C) îïðåäåëåíî ñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå Ãèëüáåðòà � Øìèäòà

(A,B) = tr(A†B).
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Íàéòè îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ìíîæåñòâàì:

(a) âñåõ âåðõíåòðåóãîëüíûõ ìàòðèö;

(b) âñåõ ìàòðèö ñ íóëåâûì ñëåäîì;

(c) âñåõ ýðìèòîâûõ ìàòðèö.

8. Â îáû÷íîì òð¼õìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âûáðàí âåêòîð a. Îïåðàòîð A
ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó âåêòîðó x âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå a×x. Íàé-
òè ñîïðÿæ¼ííûé îïåðàòîð A∗.

9∗. Ìàòðèöà A åñòü æîðäàíîâà êëåòêà ðàçìåðà n ñ êîðíåì λ. Íàéòè
æîðäàíîâó ôîðìó ìàòðèöû A2.

10∗. (a) Äîêàçàòü, ÷òî îïðåäåëèòåëü Ãðàìà îáëàäàåò ñâîéñòâîì

g(a1,a2,b1,b2) 6 g(a1,a2) g(b1,b2).

Óêàçàíèå: èçó÷èòå ñíà÷àëà ñëó÷àé òð¼õ âåêòîðîâ.

(b) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ýòî íåðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ ðàâåíñòâîì?

(c) Ïîÿñíèòü ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë âåëè÷èíû

g(a1,a2,b1,b2)
g(a1,a2) g(b1,b2)

.

(d) ×òî ìîæíî ñêàçàòü äëÿ á�îëüøèõ êîëè÷åñòâ âåêòîðîâ?

Çàäàíèå 7 (ñäàòü ê 23 ìàÿ)

1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìàòðèöà H ýðìèòîâà, òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R ìàò-
ðèöà exp(iHt) óíèòàðíà.

2. Íà ýðìèòîâîì ïðîñòðàíñòâå äàí òàêîé íîðìàëüíûé îïåðàòîð A, ÷òî
A2 = −E. Äîêàçàòü, ÷òî A∗ = −A.

3. Äâà îïåðàòîðà çàäàíû ìàòðèöàìè â ñòàíäàðòíîì ÎÍÁ:

A =

 2 2 −4
2 5 2
−4 2 2

 ; B =

 −1 −4 2
−4 −1 2

2 2 2

 .
Íàéòè ÎÍÁ, â êîòîðîì ìàòðèöû îáîèõ îïåðàòîðîâ äèàãîíàëüíû.
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4. Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó îðòîãîíàëüíûå îïåðàòîðû, çàäàííûå
â ñòàíäàðòíîì ÎÍÁ ìàòðèöàìè:

[
− cosϕ sinϕ

sinϕ cosϕ

]
;

1
9

 1 4 −8
−8 4 1

4 7 4

 .
5. Ïðåäñòàâèòü ìàòðèöó [

2− i −1 + 2i
2 + i −1− 2i

]
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ýðìèòîâîé è óíèòàðíîé.

6. Äëÿ ìàòðèöû [
2 −1
2 −1

]
íàéòè ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå è îáà ïîëÿðíûõ ðàçëîæåíèÿ.

7. Íàéòè íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïðèâî-
äÿùåå ïàðó ôîðì f è g ê äèàãîíàëüíîìó âèäó:

f = x2
1 − 15x2

2 + 4x1x2 − 2x1x3 + 6x2x3;

g = x2
1 + 17x2

2 + 3x2
3 + 4x1x2 − 2x1x3 − 14x2x3.

8∗. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ïîëîæèòåëüíîé ýðìèòîâîé ìàòðèöû A
íàéä¼òñÿ òàêàÿ ìàòðèöà B, ÷òî A = B†B.

9∗. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð A íà ýâêëèäîâîì èëè ýðìèòîâîì
ïðîñòðàíñòâå V íîðìàëåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ‖Ax‖ = ‖A∗x‖
äëÿ âñåõ x ∈ V.

10∗. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A äîêàçàòü, ÷òî:

(a) äëÿ âñåõ âåêòîðîâ x 6= 0 îòíîøåíèå ‖Ax‖/‖x‖ çàêëþ÷åíî ìåæäó
ìèíèìàëüíûì è ìàêñèìàëüíûì ñèíãóëÿðíûìè ÷èñëàìè A;

(b) âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà A ëåæàò â êðóãîâîì êîëüöå

{z ∈ C | σn(A) 6 |z| 6 σ1(A)}.
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