
”◊≈¡ÕŒ-Ã≈“Œƒ»◊≈– Œ≈ Œ¡≈–œ≈◊≈Õ»≈ œ—≈œŒƒ¿¬¿Õ»fl ‘»«» » 

 
 
ISSN 1818-7994. ¬ÂÒÚÌËÍ Õ√”. –ÂрËˇ: ‘ËÁËÍ‡. 2010. “ÓÏ 5, ‚˚ÔÛÒÍ 2 
© «.  . –ËÎ‡„‡‰ÁÂ, Œ. ». ◊‡˘ËÌ‡, 2010 
 
 
 

 
 
 
УДК 531.1 

З. К. Силагадзе 1, 2, О. И. Чащина 2 
 

1 »ÌÒÚËÚÛÚ ˇ‰ÂрÌÓÈ ÙËÁËÍË ËÏ. √. ». ¡Û‰ÍÂр‡ –Œ —¿Õ 
Ôр. ¿Í‡‰. À‡‚рÂÌÚ¸Â‚‡, 11, ÕÓ‚ÓÒË·ËрÒÍ, 630090, —ÓÒÒËˇ 

2 ÕÓ‚ÓÒË·ËрÒÍËÈ „ÓÒÛ‰‡рÒÚ‚ÂÌÌ˚È ÛÌË‚ÂрÒËÚÂÚ 
ÛÎ. œËрÓ„Ó‚‡, 2, ÕÓ‚ÓÒË·ËрÒÍ, 630090, —ÓÒÒËˇ 

E-mail: silagadze@inp.nsk.su; chashchina.olga@gmail.com 
 

ЗАДАЧА ПРЕСЛЕДОВАНИЯ ЗАЙЦА ВОЛКОМ 
КАК УПРАЖНЕНИЕ ЭЛЕМЕНТАРНОЙ КИНЕМАТИКИ 

 
 
Представлено простое решение классической задачи преследования волка за зайцем. Данное решение показы-

вает удобство использования методов элементарной кинематики, в том числе во вводном курсе механики. 
Ключевые слова: преподавание физики. 
 
 
Введение 
 
Заяц бежит по прямой линии со скоро-

стью u . Волк начинает преследовать зайца 
со скоростью V > u и в течение погони все-
гда движется по направлению к зайцу. 
Сперва заяц расположен в начале коорди-
нат, тогда как волк находится в точке 
x(0) = 0, y (0) = L (рис. 1). Через какое время 
волк настигнет зайца? 

Эта классическая задача и ее вариации 
часто используются вo вводном курсе меха-
ники [1–3]. Если попытаться найти траекто-
рию волка, то задача потребует сложных 
расчетов и решения дифференциальных 
уравнений [4; 5]. Тем не менее ее решение 
значительно упростится, если применить 
некоторые методы физической кинемати- 
ки [6]. 

Можно и дальше упростить решение, ес-
ли будем использовать такие физические 
методы, как различные системы отсчета, 
векторные уравнения, разложение скорости 
на радиальную и тангенциальную компо-
ненты. 

 
Продолжительность погони 
 
Введем 1r


 – радиус-вектор положения 

волка, и 2r


 – радиус-вектор положения зай-

ца. Тогда 

1r V=
 , 2r u=  . (1) 

Так как волк всегда бежит к зайцу, то мы 
можем записать 

2 1 ( )r r k t V− =
 

. (2) 
Коэффициент пропорциональности k за-

висит от времени, причем в начале и в конце 
погони выполнены равенства 

(0)
L

k
V

= , ( ) 0k T = . 

Дифференцируя выражение (2) и исполь-
зуя известные соотношения (1), получаем 

( ) ( )u V k t V k t V− = +
    . (3) 

Скорость волка не меняется по модулю в 
течение погони, значит, его ускорение все-
гда перпендикулярно скорости, т. е. 

0V V⋅ =
  . (4) 

Можно получить это формально: 
2 2

0 2
dV dV

V V
dt dt

= = = ⋅
   . 

Из уравнений (3) и (4) следует: 

2( ) ( )V u V k t V⋅ − =
   , 

или 
2 2( )xuV V k t V− =  . 

Проинтегрировав последнее уравнение, 
получаем 

2 2( )ux V t k t V LV− = − . (5) 
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Рис. 1. Погоня волка за зайцем. 
Волк всегда «смотрит» на зайца 

 
 
 

 
 
Рис. 2. Скорость волка в системе отсчета, 

связанной с зайцем 
 
 
 
В момент времени t T= , когда волк до-

гонит зайца, выполнено x uT= , а также 
( ) 0k T = . Теперь мы можем легко найти 

длительность погони из уравнения (5): 

2 2

LV
T

V u
=

−
. (6) 

 
Траектория движения волка 
в системе отсчета, 
связанной с зайцем 
 
 
В системе отсчета, связанной с зайцем, 

разложим скорость волка на радиальную и 
тангенциальную компоненты (рис. 2).  

cos( ) cosrV V u V u= − + π − ϕ = − − ϕ ,  

sin( ) sinV u uϕ = π − ϕ = ϕ . 

Так как rV r=   и V rϕ = ϕ , получаем 

cosr V u= − − ϕ , sinr uϕ = ϕ . (7) 
Если поделить первое уравнение из соот-

ношений (7) на второе, приняв во внимание, 

что 
r dr

d
=

ϕ ϕ



, получим: 

1 cos

sin

dr V u

r d u

+ ϕ= −
ϕ ϕ

. 

Из этого следует: 

/2

cos
ln

sin

r V u
d

L u

ϕ

π

+ ϕ= − ϕ
ϕ . (8) 

Используя замену cosz = ϕ  и разложение 
дроби 

21 1 1

V
z A Bu

z z z

+
= +

− − +
, 

1
(1 )

2

V
A

u
= + , 

1
( 1)

2

V
B

u
= − , 

можно легко посчитать интеграл (8): 

/2

cos (1 cos )
ln

sin (1 cos )

1
ln[(ctg ) ]

2 sin

B

A

V

u

V u
d

u

ϕ

π

+ ϕ + ϕ− ϕ = =
ϕ − ϕ

ϕ=
ϕ


. 

Таким образом, уравнение траектории 
движения волка в системе отсчета, связан-
ной с зайцем, имеет вид 

(ctg )
sin 2

V

uL
r

ϕ=
ϕ

. (9) 

 
 
Траектория движения волка 
в лабораторной системе отсчета 
 
Теперь найдем траекторию движения 

волка в лабораторной системе отсчета. Из 
уравнений (7) и (9) получим уравнение 

(ctg ) sin
sin 2

V

uL
u

ϕ ϕ = ϕ
ϕ


, 

которое с использованием 

2
2

1 1
1 (ctg )

sin 2 2ctg
2

d
d

 
 ϕ ϕ= − + ϕϕ  
 

 

может быть записано в виде 

2

1 2
1 (ctg ) (ctg )

2 2ctg
2

V

u
u

d dt
L

 
  ϕ ϕ+ = − ϕ 
 

. 
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Таким образом,  

1 1

1
1

2

( 1)(ctg ) ( 1)(ctg ) .
2 2

t

T

ν+ ν−

= − ×
ν

ϕ ϕ × ν − + ν +  

 

 
 
 

(10) 

где 
V

u
=ν , а время погони T было опреде-

лено ранее в формуле (6). С использованием 
выражения (9) 

sin ctg
2

y r L
νϕ = ϕ =  

 
 

перепишем результат (10) так, как он пред-
ставлен в [6]: 

1 1

1
1

2

(1 ) (1 ) ,

t

T

y y

L L

ν+ −ν

= − ×

    × − ν + + ν    
     

 

 
 

 
 
 
 

(11) 

где 
1 u

V
ν = =

ν
 . 

Из уравнения (5) имеем 

3

2

( )

1

x t k t

L T T

ν  = + − ν ν −  
. (12) 

И, чтобы получить уравнение траектории 
собаки, мы должны выразить k(t) через y. 
Рассматривая y-компоненту векторного 
уравнения (2), получим 

( )y k t y− =  , 

и, таким образом: 

( )
y

k t
y

= −


. 

Остается только продифференцировать 
уравнение (11) и отсюда получить выраже-
ние для k(t): 

( )
1 1

2( ) 1
1

2

k t y y

T L L

+ν −ν    = − ν − +    
     

 

 , (13) 

Подставляя (11) и (13) в (12), наконец 
получим траекторию движения волка в  
виде 

1 1

2

1 1 1

1 2 1 1

x y y

L L L

+ν −ν ν    = + −    − ν + ν − ν     

 
  

. 

Конечно, этот результат совпадает с 
представленным ранее в литературе [4–6] с 
точностью до введенных обозначений. 

Предельное расстояние 
между зайцем и волком 
в случае одинаковых скоростей 
 
Допустим, что скорость волка и скорость 

зайца имеют одинаковое значение. Изна-
чальное расположение животных показано 
на рис. 3. Каким же будет предельное рас-
стояние между ними? 

 
 

 
 
Рис. 3. Изначальное положение волка и зайца 

в случае равных скоростей 
 
 
 
Проще ответить на этот вопрос, проводя 

рассуждения в системе отсчета, связанной с 
зайцем. В случае равных скоростей V = u, и 
уравнения (7) принимают вид 

(1 cos )r u= − + ϕ , sinr uϕ = ϕ . 
Тогда  

( cos ) (1 cos ) sin 0
d

r r r r
dt

− ϕ = − ϕ + ϕ ϕ = . 

Таким образом, (1 cos )r C− ϕ = , где C – 
константа. В момент времени t = 0 расстоя-
ние между зайцем и волком 

2 2
0 1 2r L L= + , 2

0 2 2
1 2

cos
L

L L
ϕ = −

+
. 

Используя начальные условия, найдем 
неизвестную константу C: 

2 2
2 1 2C L L L= + + . 

В системе отсчета зайца ϕ → π  при 
t → ∞ . Тогда легко получить, что предель-
ное расстояние между волком и зайцем 

2 2
2 1 2

1 cos 2

L L LC
r∞

+ +
= =

− π
. 
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Движение вдоль трактрисы 
 
Допустим, заяц может изменять скорость 

своего движения. Тогда возможно, что рас-
стояние между волком и зайцем будет по-
стоянно. Найдем функциональную зависи-
мость u(t) и траекторию волка для этого 
случая. Если r = L = const, тогда 0r = , и 
уравнения (7) принимают вид 

cosV u= − ϕ , sinL uϕ = ϕ . (14) 

Таким образом, tg
L

V
ϕ = − ϕ , из чего ин-

тегрированием легко получить зависимость  

0

sin
ln

sin

V
t

L

 ϕ = − ϕ 
 

или 

0sin sin
V

t
Le

−
ϕ = ϕ ⋅ . 

Тогда с помощью первого из уравнений (14) 
легко определить искомую временную зави-
симость скорости зайца: 

2
0

( )

1 sin
V

t
L

V
u t

e
−

=

− ϕ ⋅

 

(отметим, что 0 / 2ϕ ≥ ϕ > π , как показано на 

рис. 3, поэтому 2cos 1 sinϕ = − − ϕ ). 

Теперь найдем траекторию волка. Из 
рис. 3 легко понять, что 

0

0

( ) cos( )

( ) cos ,

t

t

x u d L

u d L

= τ τ − π − ϕ =

= τ τ + ϕ




 

sin( ) siny L L= π − ϕ = ϕ . 
На основании второго из уравнений (7) 

( )
sin

L
u t dt d= ϕ

ϕ
, тогда 

0 0

2

cos
( )

sin 1 cos

t

o

d d
u d L L

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕτ τ = = −
ϕ − ϕ   . (15) 

Используя разложение 

2

1 1 1 1

1 cos 2 1 cos 1 cos

 
= + − ϕ + ϕ − ϕ 

, 

можно легко посчитать интеграл (15) 

0

0

( ) ln(ctg ) ln(ctg )
2 2

t

u d L
ϕ ϕ τ τ = −   . 

Тогда траектория движения волка в пара-
метрическом виде выражается так: 

0cos ln(ctg ) ln(ctg )
2 2

x

L

ϕ ϕ= ϕ + − , sin
y

L
= ϕ . 

Чтобы найти явное выражение для траек-
тории волка, воспользуемся тем, что 

2

2
cos 1

y

L
ϕ = − − , 

2 21 cos
ctg

2 sin

L L y

y

− −ϕ + ϕ= =
ϕ

. 

Тогда легко получить 

0

2 2
2 2

ln(ctg )
2

ln .

x L

L L y
L L y

y

ϕ
= −

− −
− − −

 

Данная траектория является частью трак-
трисы – знаменитой кривой [7; 8] с опреде-
ляющим свойством, что для нее длина от-
резка касательной от точки касания до 
точки пересечения с фиксированной прямой 
(в нашем случае с осью абсцисс) является 
постоянной величиной. 

 
 
Заключение 
 
Мы считаем, что данная задача имеет пе-

дагогическую ценность для студентов, обу-
чающихся на первом курсе физического фа-
культета. Она показывает, насколько 
полезными могут быть основные приемы 
физической кинематики. Подход, представ-
ленный в этой статье, использует только 
минимальные математические знания, хотя 
данная классическая задача преследования 
может быть использована и для демонстра-
ции менее простых математических мето-
дов, таких как формулы Френе – Серре [9], 
меркаторская проекция в картографии [10] и 
даже гиперболическая геометрия (реализо-
ванная на поверхности трактрисы, вращаю-
щейся вокруг ее директрисы) [11]. Некото-
рые другие вариации данной задачи 
рассмотрены в работах [12–17]. 
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Z. K. Silagadze, O. I. Chaschina 
 

THE DOG-AND-RABBIT CHASE PROBLEM 
AS AN EXERCISE IN INTRODUCTORY KINEMATICS 

 
The purpose of this article is to present a simple solution of the classic dog-and-rabbit chase problem which emphasiz-

es the use of concepts of elementary kinematics and, therefore, can be used in introductory mechanics course. The article 
is based on the teaching experience of introductory mechanics course at Novosibirsk State University for first year physics 
students which are just beginning to use advanced mathematical methods in physics problems.  

Keywords: chase problem, physics education. 


