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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ  
ДИНАМИКИ КОГЕРЕНТНЫХ СТРУКТУР В ЗАТОПЛЕННОЙ СТРУЕ  

ПРИ ПЕРИОДИЧНОМ ВОЗДЕЙСТВИИ * 

 
Исследуется динамика когерентных структур, а также их размеры и интенсивность, на начальном участке за-

топленной круглой струи при периодичном возмущении начальной скорости потока с использованием оптическо-
го метода Particle Image Velocimetry (PIV) для измерения полей мгновенной скорости и статистического метода 
Dynamic Mode Decomposition (DMD). PIV измерения проводились с частотой 1,1 кГц. Применение метода DMD к 
набору измеренных полей скорости позволило определить характерные частоты турбулентных пульсаций, содер-
жащихся в DMD спектре, для различных областей потока и проанализировать масштабы соответствующих этим 
частотам пространственных когерентных структур, содержащихся в DMD модах. Дополнительные расчеты спек-
тров турбулентных пульсаций показали хорошее совпадение частот главных гармоник с характерными частотами 
доминирующих DMD мод. Суперпозиция динамических мод DMD разложения позволила приближенно описать 
процесс нелинейного взаимодействия когерентных структур различного масштаба: формирование вихрей, их 
квазипериодичное попарное объединение с модуляцией амплитуды образующихся гармоник. 

Ключевые слова: турбулентная осесимметричная струя, периодическое воздействие, когерентные структуры, 
динамика вихрей, Particle Image Velocimetry, Dynamic Mode Decomposition. 

 
 
 
Крупномасштабные вихревые структуры 

(КВС), формирующиеся в сдвиговых турбу-
лентных течениях, в существенной степени 
определяют интенсивность процесса тепло-
массопереноса в таких потоках. Поэтому 
эффективные способы управления свойст-
вами КВС вызывают повышенный интерес 
как в фундаментальных исследованиях, так 
и в области практического применения.  
В частности, внешнее периодическое воз-
мущение скорости потока является эффек-
тивным способом управления интенсивно-
стью турбулентного переноса на начальном 
участке струй за счет воздействия на про-
цесс формирования кольцевых КВС. 

Применение метода Particle Image Velo- 
cimetry (PIV) для измерения полей мгновен-
ной скорости в потоках позволяет получать 
количественную информацию о КВС и их 
динамике посредством прямого измерения 
поля скорости и его градиента, а также рас-
чета пространственных, пространственно-
временных корреляций и одноточечных ста-
тистических моментов пульсаций скорости. 
В последнее время с увеличением произво-
дительности вычислительных систем широ-
кое применение получили статистические 
методы анализа полей скорости, позволяю-
щие выделить пространственную структуру 
наиболее энергоемких когерентных пульса-



¿·‰Ûр‡ÍËÔÓ‚ –. –. Ë ‰р. ›ÍÒÔÂрËÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ‰ËÌ‡ÏËÍË ÍÓ„ÂрÂÌÚÌ˚ı ÒÚрÛÍÚÛр    57 
 
ций в потоке. В частности, метод Dynamic 
Mode Decomposition (DMD, см. [1; 2]), ап-
робированный относительно недавно для 
анализа данных экспериментальных иссле-
дований и численного моделирования тече-
ний, позволяет определить характерные 
масштабы и частоты присутствующих в  
потоке когерентных структур, а также по-
строить низкоразмерное представление 
(приближение) их динамики из последова-
тельности полей мгновенной скорости, по-
лученных посредством PIV измерений. 
Данный контекст объясняет актуальность 
настоящего экспериментального исследова-
ния динамики и взаимодействия КВС в за-
топленной струе современными методами: 
PIV с частотой измерения 1,1 кГц и DMD 
алгоритмом статистического анализа после-
довательности полей скорости [2]. 

Метод DMD основывается на представ-
лении ансамбля полей мгновенной скорости 
u(x) в виде конечного ряда комплексных 
гармоник Фурье, т. е. пространственных ба-
зисных функций φn(x) с зависящими от вре-
мени комплексными коэффициентами bn(ti): 
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Задача решается определением глобаль-

ных мод оператора эволюции А уравнения 
(3), являющегося дискретизированным по 
времени линейным обыкновенным диффе-
ренциальным уравнением (2). 
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где ui – пространственно дискретизирован-
ное поле мгновенной скорости размерности 
M в i-й момент времени (снимок), A – мат-
рица линейного отображения (или оператор 
эволюции) между полями, постоянная на 
всей последовательности данных (i = 1, 2, 
…, N – 1), Δt – шаг по времени между сним-
ками, N – размерность ансамбля полей 
мгновенной скорости. Существование и 
единственность решения, а также свойства 
линейной системы (2) подробно рассмотре-
ны в работе [3]. Задача нахождения матрицы 
линейного отображения А, описывающая 
эволюцию динамической системы, чрезвы-
чайно трудоемка, так как ее размерность 
соответствует M 2, где M – это количество 
векторов в каждом поле скорости ui. Тем не 
менее, следуя модифицированному методу 

Арнольди [2; 4], можно записать ансамбль 
полей мгновенной скорости в виде последо-
вательности Крылова (4) и предположить, 
что достигнут предел полноты последова-
тельности. То есть дополнительные поля ui 
не улучшат векторное пространство, натя-
нутое на 1 ,NV  и uN можно представить как 
линейную комбинацию предыдущих векто-
ров с некоторой невязкой представления r: 
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где  1 2 1, ,..., ,
T

Na a a a  и индекс T обозна-

чает транспонирование. После простейших 
вычислений с учетом (4) и (5) можно 
записать уравнение на сопровождающую 
матрицу S размерности (N – 1)2 [5]: 
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Здесь  0,0,...,1 .
Te  

Вектор а и, следовательно, матрица S могут 
быть найдены из условия минимизации 
нормы остаточного вектора r в выражении 
(6) по методу наименьших квадратов. 
Согласно [2; 4], эту задачу можно решить с 
помощью ортогонального QR-разложения 
(7) матрицы V1

N–1: 
(6)

1 1
1 2 .N T NV QR S R Q V     (7)

Здесь Q – унитарная матрица размерности 
Mx(N – 1); R – верхнетреугольная матрица 
размерности (N – 1)2. Подробно математиче-
ские основы этой процедуры изложены в 
работе [6] 1. 

Решая задачу на собственные значения 
матрицы S: Syn = nyn, получаем комплекс-
ные собственные вектора yn и комплексные 
собственные значения n (n = 1, 2, …, N – 1), 
аппроксимирующие некоторые из собствен- 
ных значений матрицы линейного отобра- 
жения А и содержащие ценную информацию 
о динамических процессах в последователь- 
ности данных [5]. Так как оператор эволю-

                                                 
1 Boyd S. EE263: Introduction to linear dynamical 

systems (lecture course). Information systems laboratory. 
Department of electrical engineering. Stanford University. 
URL: http://www.stanford.edu/ class/ee263/lectures.html. 
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ции A динамической системы является  
квазиунитарным, все |n|  1, если ||r|| мала. 
Поэтому удобно представить собственные 
значения n в логарифмическом отображе- 
нии (8): 

Ln( )
.
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n nn

n r ii
t


     


 (8)

В таком случае вещественная часть соб- 
ственного значения n

r  соответствует ин- 

кременту роста (затухания), а мнимая n
i  – 

характерной частоте (фазовой скорости) 
эволюции моды в течение рассматриваемого 
промежутка времени. Математически это 
следует из вида общего решения линейной 
системы (1), как показано в [3]. Простран- 
ственные динамические моды (ДМ) φn 

получаются посредством проекции последо- 
вательности Крылова V1

N − 1 на собственные 
векторы yn: 

1
1Φ ,NV Y  

где  1 1Φ ,..., ,N φ φ   1 1,..., .NY  y y  

В общем случае ДМ не ортогональны, 
так как фактически представление основано 
на использовании ортогональных времен-
ных коэффициентов (гармоник Фурье). ДМ 
могут быть ранжированы согласно частоте 
i, инкременту роста (затухания) r и L2-
норме ||φn||, характеризующей амплитуду 
соответствующей моды для ансамбля полей 
скорости. 

В конечном счете применение метода к 
ансамблю полей мгновенной скорости с вы-
соким временным разрешением позволяет 
получить набор базисных функций (ДМ) и 
соответствующих им собственных значений 
(спектр), содержащих информацию о дина-
мических процессах, отраженных в исход-
ной последовательности данных [2; 4]. ДМ 
являются линейным приближением ансамб-
ля полей мгновенной скорости и, согласно 
[1; 2; 4; 7], могут быть использованы для 
описания и аппроксимации динамики КВС, 
присутствующих в потоке: как показано в 
[4; 8], суперпозиция доминирующих ДМ (1) 
позволяет построить низкоразмерную мо-
дель полей скорости потока, приближенно 
описывающую эволюцию и, что наиболее 
важно, взаимодействие КВС во времени. 
Недостатки и ограничения метода DMD под-
робно проанализированы в работе [9]. 

В настоящей работе было проведено ис-
следование начального участка струйного 
течения на открытом аэродинамическом 

стенде, состоящем из насоса, ресиверной 
камеры, расходомеров, системы засева по-
тока трассерными частицами TiO2 (средний 
размер 1 мкм), соплового блока и вытяжки, 
находящейся на расстоянии более 2 м от 
сопла. Для организации струи было исполь-
зовано профилированное сопло Витошин-
ского с выходным диаметром d = 15 мм (со-
пло детально описано в работе [10] для 
случая без закрутки). Число Рейнольдса и 
среднерасходная скорость потока равнялись 
Re = 4 100; U0 = 5,0 м/с. Для периодического 
возмущения начальной скорости потока ис-
пользовалась камера с четырьмя акустиче-
скими динамиками, расположенная на рас-
стоянии 0,7 м до выходного отверстия сопла 
(аналогичная система описана в работе 
[11]). Амплитуда колебаний, вносимых сис-
темой в поток, определялась среднеквадра-
тичным отклонением пульсаций продольной 
скорости на срезе сопла. В данной работе 
она равнялась 10 % от среднерасходной 
скорости, в то время как без воздействия 
интенсивность продольных пульсаций не 
превышала 3 %. Для измерения с частотой 
1,1 кГц полей мгновенной скорости потока в 
центральной плоскости струи была исполь-
зована скоростная PIV система, состоящая 
из импульсного Nd:YLF лазера «Pegasus 
PIV» (два независимых резонатора, каждый 
с энергией 10 мДж в импульсе на частоте 
1,1 кГц) и КМОП камеры «PCO 1200hs» 
(1 280  1 024 пикс. с частотой кадров более 
600 Гц в полном разрешении). Размер кадра 
был уменьшен до 1 280  256 пикс. для по-
вышения частоты съемки. Система управля-
лась синхронизирующим процессором и 
компьютером с программным обеспечением 
ActualFlow [12]. Режим ее работы соответ-
ствовал паре вспышек лазера с задержкой  
40 мкс, каждая из которых освещала трас-
серные частицы в центральной плоскости 
струи в течение 180 нс. Свет, рассеиваемый 
частицами, регистрировался на два отдель-
ных изображения камеры. В такой конфигу-
рации поле скорости рассчитывалась по 
смещению частиц между двумя изображе-
ниями с использованием адаптивного 
кросскорреляционного алгоритма [13]. Раз-
меры области наблюдения составляли 90 и 
17 мм в продольном и поперечном направ-
лениях соответственно. Временная задержка 
между каждыми парами вспышек / изобра-
жений и, следовательно, между полями ско-
рости составляла 900 мкс. Для исследования 
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Рис. 1. Нормированные распределения средней скорости (a), мгновенной скорости (b–d) с интервалом Δt = 0,9 мс, 
радиальной компоненты кинетической энергии (e). Серым цветом показана интенсивность вихревого движения 
(согласно критерию «swirling strength» [14]) 
 
 
 
динамики когерентных структур измерялся 
ансамбль из 600 полей скорости, к которому 
был применен DMD метод, описанный вы-
ше. С целью расчета среднего поля скорости 
и компонент кинетической энергии турбу-
лентности было сделано четыре независи-
мых измерения по 600 полей мгновенной 
скорости. 

На рис. 1 приведены распределения 
средней и мгновенной скорости потока,  
а также радиальной компоненты кинетиче-
ской энергии турбулентности в центральной 
плоскости струи при наложении дополни-
тельных возмущений на начальную ско-
рость потока с частотой 300 Гц. Критерий 
«swirling strength» [14], характеризующий 
интенсивность вихревого движения среды, 
использовался для идентификации вихре-
вых структур на полях мгновенной скоро-
сти. В соответствии с работой [11] число 
Струхаля St = 1,0 и амплитуда продольных 
пульсаций 10 % от U0 для данного воздейст-
вия приводит к формированию КВС, их ква-
зипериодичному попарному объединению 
далее по потоку с появлением второй и чет-
вертой гармоник. Вторая гармоника отвеча-
ет стабильному объединению КВС, форми-
рующихся в сдвиговом слое струи на 
частоте воздействия. Амплитуда процесса 

вторичного объединения (соответствующе-
го четвертой гармонике) будет периодиче-
ски подавлена вследствие того, что некото-
рые вихри избегают процесса объединения 
для данных условий воздействия [11], что 
приводит к рассогласованию фаз процессов 
сворачивания и объединения вихрей. Вслед-
ствие этого энергия образовывающихся ко-
герентных структур на четвертой гармонике 
будет модулирована по времени. 

На рис. 2, a, b показан спектр всех 599 
собственных значений n DMD разложения 
ансамбля полей мгновенной скорости и 
спектр 9 комплексных собственных значе-
ний в логарифмическом отображении, кото-
рые отвечают наиболее значимым модам φn 
согласно их норме ||φn|| (см. рис. 2, d). Веще-
ственная часть логарифма собственных зна-
чений характеризует показатель степени 
роста (для r > 0) или затухания (r < 0) ДМ 
в течение анализируемого временного про-
межутка. Так как в работе исследуется ста-
ционарное турбулентное течение, то быстро 
затухающие моды с r << 0 были исключе-
ны из рассмотрения. Симметричность на-
блюдаемого спектра является следствием 
вещественности исходных данных. Ком-
плексно сопряженным собственным значе-
ниям соответствуют комплексно сопряжен-

a b c d e 
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Рис. 2. Спектр базисных функций DMD разложения (599 значений) (a) и спектр девяти наиболее энергоемких 
DMD мод в логарифмическом отображении (b). Изменение амплитуд мод во времени (с) и зависимость нормы 
моды от частоты (d). r и i – вещественная и мнимая части собственных значений для DMD мод. r и i – пока-
затель роста (затухания) и характерная частота DMD мод. Размер точек на графике качественно показывает вели-
чину нормы моды 

 
 
 
 
ные ДМ. Собственное значение с нулевой 
мнимой частью соответствует стационарной 
во времени компоненте разложения. Эта 
мода φ0 с наибольшей нормой является наи-
более когерентной и соответствует сумме 
среднего поля скорости и невязки представ-
ления. Периодичная динамика когерентных 
структур в потоке отражена в остальных мо-
дах с ненулевой мнимой частью собственных 
значений, соответствующей частоте следова-
ния когерентных структур. На рис. 2, с в ка-
честве примера показаны комплексные вре-
менные коэффициенты b3(ti) и b4(ti) двух 
доминирующих ДМ φ3 и φ4, соответствую-
щие периодичной эволюции этих мод во 
времени, причем вещественная и мнимая 
части каждого коэффициента сдвинуты по 
времени на фазу π/2. На рис. 3 приведена 
радиальная компонента вещественной и 
мнимой частей доминирующих пространст-
венных ДМ. Можно видеть, что моды по-
зволяют получить количественную инфор-
мацию не только о характерных частотах  

турбулентных пульсаций, но и о простран-
ственной области потока, где присутствова-
ли соответствующие когерентные струк- 
туры.  

На рис. 4 приведена низкоразмерная ре-
конструкция последовательности 5-ти полей 
скорости с интервалом 1,8 мс, построенная 
на основе 3-х доминирующих ДМ и их ком-
плексно сопряженных (вещественная и 
мнимая части ДМ отличаются сдвигом по 
фазе на π/2) * *

0 3 3 4 4, , , , ,φ φ φ φ φ  демонстри-
рующая образование крупномасштабных 
структур (второй гармоники с частотой  
f0/2 = 150 Гц, согласно рис. 2, d) в области 
z/d  2,5 за счет стабильного объединения 
КВС, формирующихся в слое смешения 
вблизи кромки сопла вследствие внешнего 
воздействия на поток с частотой f0 = 300 Гц. 
Критерий «swirling strength» [14] использо-
вался для идентификации вихревых струк-
тур на реконструированных полях скорости. 
Хорошо видно, что ДМ 3φ  и 4φ  описывают

a 

b 

c 

d 



¿·‰Ûр‡ÍËÔÓ‚ –. –. Ë ‰р. ›ÍÒÔÂрËÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ‰ËÌ‡ÏËÍË ÍÓ„ÂрÂÌÚÌ˚ı ÒÚрÛÍÚÛр    61 
 

 

 

 

 

 
 
 

Рис. 3. Нормированные распределения радиальной компоненты мнимой  
и действительной частей доминирующих ДМ 

 

a a′ b b′ 

c c′ d d′ 
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Рис. 4. Низкоразмерная реконструкция последовательности пяти полей скорости с шагом по времени Δt = 1,8 мс. 
Серым цветом показана интенсивность вихревого движения (согласно критерию «swirling strength» [14]), пунк-
тирными линиями – изолинии радиальной компоненты скорости. Треугольными символами обозначена пара 
взаимодействующих когерентных структур, формирующихся вблизи кромки сопла с частотой периодического 
возмущения потока (f0 = 300 Гц) 
 
 
 
 
когерентные структуры различного масшта-
ба, локализованные в разных областях пото-
ка. ДМ 4φ  (f0 = 300 Гц) описывает вихревые 
структуры, доминирующие на малых рас-
стояниях от сопла (0–2d), в то время как  

3φ  (f0/2 = 150 Гц) соответствует форми-
рующимся структурам большего масштаба 
за счет объединения возбуждаемых вихрей. 
Дополнительный анализ реконструкции по-
лей мгновенной скорости по ДМ 0φ  (0 Гц), 

1φ  (f1 = 35 Гц), 2φ  (f2 = 115 Гц), 3φ  (f0/2 =  

= 150 Гц) и 4φ  (f0 = 300 Гц), показал, что 
когерентные структуры, соответствующие 
модам 1φ  и 2φ  (f1 + f2 = f0/2), являются след-
ствием процесса нерегулярного парного 
объединения вихрей, формирующихся на 
частоте f0, что отражается в модуляции ам-
плитуды второй гармоники f0/2. Такое вза-
имное влияние различных гармоник вызва-
но наличием механизма обратной связи (за 
счет распространения волн давления), на-
блюдающегося в конвективно неустойчивых 

струйных течениях [11]. Это отражает про-
цесс нелинейного взаимодействия мод меж-
ду собой с образованием целого спектра ос-
тальных гармоник. 

Из проведенного исследования модель-
ной нелинейной динамической системы,  
а именно сдвигового слоя затопленной 
струи, можно заключить, что применение 
метода DMD к данным скоростных PIV из-
мерений в струе позволило определить ха-
рактерные частоты турбулентных пульсаций 
для различных областей потока и проанали-
зировать масштабы соответствующих этим 
частотам пространственных когерентных 
структур. Дополнительные расчеты спек-
тров турбулентных пульсаций показали хо-
рошее совпадение частот главных гармоник 
с характерными частотами доминирую- 
щих DMD мод. Суперпозиция динамиче-
ских мод DMD разложения позволила ре-
конструировать процесс нелинейного  
взаимодействия когерентных структур раз-
личного масштаба, в частности формирова-
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ние вихрей и их попарное объединение с 
последующим образованием структур боль-
шего масштаба далее по потоку. 
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Список обозначений 
 
 
PIV – Particle Image Velocimetry 
DMD – Dynamic Mode Decomposition 
Re – число Рейнольдса 
St – число Струхаля 
U0 – среднерасходная скорость потока, 

м/с 
bn – комплексная временная амплитуда  

n-й DMD моды 
d – выходной диаметр сопла, м 
r – радиальная координата, м 
ti – время измерения поля скорости, с 
ui – поле мгновенной скорости потока в 

момент времени ti, м/с 
z – аксиальная координата, м 

1
NV  – последовательность полей мгно-

венной скорости, м/c 
A – матрица линейного отображения 

(оператор эволюции) между полями мгно-
венной скорости 

S – сопровождающая матрица для A 
Δt – шаг по времени между полями мгно-

венной скорости, с 
r – остаточный вектор, м/c 
φn – n-я DMD мода, м/c 
||φn|| – L2-норма n-й DMD моды, м/c 
n – n-е комплексное собственное значе-

ние матрицы S 
yn – n-й комплексный собственный век-

тор матрицы S 
n
r  – вещественная часть логарифма соб-

ственного значения n, Гц 
n
i  – мнимая часть логарифма собствен-

ного значения n, Гц 
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EXPERIMENTAL INVESTIGATION OF COHERENT STRUCTURE DYNAMICS  

IN A SUBMERGED FORCED JET 
 
The present work investigates the dynamics of coherent structures, including their scales and intensity, in an initial re-

gion of a submerged round forced jet by a Particle Image Velocimetry (PIV) technique for measurements of instantaneous 
velocity fields and statistical analysis tool Dynamic Mode Decomposition (DMD). The PIV measurements were carried 
out with 1,1 kHz acquisition rate. Application of DMD to the measured set of the velocity fields provided information 
about dominant frequencies, contained in DMD spectrum, of velocity fluctuations in different flow regions and about 
scales of the corresponding spatial coherent structures, contained in DMD modes. Additional calculations of time-spectra 
from turbulent fluctuations showed good agreement between frequencies of the main harmonics and characteristic fre-
quencies of the dominant dynamic modes. Superposition of relevant DMD modes approximately described nonlinear in-
teraction of coherent structures: vortex formation, their quasi-periodic pairing with modulation amplitude of generated 
harmonics. 

Keywords: turbulent round jet, periodic forcing, coherent structures, dynamics of vortices, Particle Image 
Velocimetry, Dynamic Mode Decomposition. 

 


