
 
 
Аржанников А. В., Котельников И. А. Метод решения нестационарной задачи возбуждения корабельных волн 
подводным объектом // Вестн. Новосиб. гос. ун-та. Серия: Физика. 2015. Т. 10, вып. 4. С. 43–59. 
 
 
ISSN 1818-7994. ¬ÂÒÚÌËÍ Õ√”. –ÂрËˇ: ‘ËÁËÍ‡. 2015. “ÓÏ 10, ‚˚ÔÛÒÍ 4 
© ¿. ¬. ¿рÊ‡ÌÌËÍÓ‚, ». ¿.  ÓÚÂÎ¸ÌËÍÓ‚, 2015 
 
 
 
 

 
 

УДК 532.582, 532.593, 532.5.011 
PACS 47.35.Bb; 47.15.Tr 
 

А. В. Аржанников, И. А. Котельников 
 

Новосибирский государственный университет 
ул. Пирогова, 2, Новосибирск, 630090, Россия 

 
Arzhannikov@phys.nsu.ru, kia999@mail.ru 

 
МЕТОД РЕШЕНИЯ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ЗАДАЧИ  

О ВОЗБУЖДЕНИИ КОРАБЕЛЬНЫХ ВОЛН ПОДВОДНЫМ ОБЪЕКТОМ 
 
Предложен метод решения задачи о возбуждении корабельных волн невязкой жидкости погруженным 

объектом, который движется с переменной скоростью. Для сравнения с имеющимися в литературе результатами                 
в качестве теста предложенного метода проведено детальное рассмотрение случая, когда заглубленный шар дви-       
жется с постоянной скоростью параллельно поверхности жидкости. Для этого примера получены асимптотиче-                    
ские выражения, описывающие вертикальное смещение поверхности жидкости в пределе малых и больших 
значений числа Фруда. Проведено их сравнение с полученным нами точным решением, которое представлено                    
в виде двух слагаемых, каждое из которых приведено к одномерному интегралу. Одно слагаемое описывает «горб 
Бернулли», а другое – «клин Кельвина».  

Ключевые слова: гравитационные волны, корабельные волны, клин Кельвина, горб Бернулли, погруженный 
объект. 

 
 
Введение 
 
Задача о возбуждении корабельных волн 

движущимся судном имеет давнюю исто-            
рию, начинающуюся с работы Уильяма 
Томсона (лорда Кельвина) 1891 г. [1], за 
которой последовали детальные исследова-             
ния волн на глубокой воде [2; 3]. Применив 
открытый им метод стационарной фазы [4], 
Кельвин показал, что гравитационные вол-           
ны на поверхности воды, возбуждаемые 
небольшим судном, движущимся прямоли-            
нейно с постоянной скоростью, распростра-             
няются позади судна в пределах клина с 
углом раствора = arcsin(1 / 3)K  19,47°. 
Элементарное объяснение этому факту 
можно найти в § 3.10 монографии Джеймса 
Лайтхилла [5]. Ключевой вклад в развитие 
теории корабельных волн внесли Томас 
Хавелок [6–9], Гораций Лэмб [10; 11], 
Эйнар Хогнер [12; 13], А. С. Петерс [14],  
Ф. Урселл [15]. На той ранней стадии раз- 
вития теории воздействие судна на поверх-              
ность воды моделировалось источником 

внешнего давления, в простейшем случае 
симметричного относительно своего центра, 
движущегося с постоянной скоростью. Ос- 
новной задачей теории в то время было 
вычисление силы волнового сопротивления 
при движении судна. Это сопротивление 
возникает за счет возбуждения волн на по-               
верхности жидкости, которые уносят часть 
механической энергии поступательного дви-                    
жения судна. 

Позднее, вероятно в связи с развитием 
подводного военного флота, возник интерес 
к задаче возбуждения корабельных волн 
объектом, движущимся ниже поверхности 
жидкости, что вызвало интенсивное раз-      
витие численных методов расчета. Мы 
сознательно не будем обсуждать такие ме-             
тоды расчета; о них можно составить неко-            
торое представление по публикациям в 
открытой печати [16–24] и немногим рас-          
секреченным докладам [25–28]. 

В последние годы наблюдается рост числа 
публикаций по теме корабельных волн. 
Большую активность проявляют китайские  
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исследователи [22; 29–37]. В числе прочего 
они рассматривают влияние ветра и конеч-          
ной глубины моря на корабельные волны 
[31]. Анализируя космические снимки из 
Google Earths [38], Марк Рабауд и Фредерик 
Мойси недавно обнаружили [39], что угол 
раствора клина Кельвина K  уменьшается 
приблизительно обратно пропорционально 
скорости судна V, если число Фруда F 
становится больше 0,5. Число Фруда 

= /F V gL  они определяли как отношение 

скорости V к квадратному корню из произ- 
ведения ускорения свободного падения g на 
длину судна L. Эти же авторы объяснили 
эффект уменьшения K , приняв во внима- 
ние тот факт, что в спектре волн, возбуж- 
даемых судном, должны доминировать 
волны с длиной волны порядка длины судна 
[40]. Несколько ранее похожий эффект был 
замечен в численных расчетах [31]. Откры- 
тие Рабауда и Мойси породило волну новых 
публикаций [41–49; 37]. 

Аналитическая теория генерации кора-      
бельных волн скоростными подводными 
объектами развита существенно менее де-          
тально, нежели надводными. Лэмб [10] и 
Хавелок [7] более 100 лет назад построили 
решение для цилиндра, который движется 
параллельно поверхности невязкой жидко-             
сти перпендикулярно своей оси. Хавелок 
своим методом решил трехмерную задачу 
для заглубленного шара [7; 8] и вычислил 
силу волнового сопротивления. В оконча-        
тельном виде [8] полученное им выражение 
для возвышения   свободной поверхности 
жидкости (т. е. ее смещения по вертикали, 
вызванного движением шара) содержит два 
слагаемых, одно из которых включает од-              
нократный, а второе двукратный интегралы, 
причем первый член удается вычислить в 
аналитическом виде. Эти слагаемые не 
имеют ясного физического смысла. В част-            
ности, они не обращаются в ноль, если 
скорость шара V стремится нулю, тогда как 
возвышение поверхности жидкости в этом 
случае должно быть всюду равно нулю. 
Иными словами,   вычисляется как резуль-                   
тат почти полного взаимного сокращения 
двух больших слагаемых. По этой причине 
формулы Хавелока малопригодны для по-            
лучения оценок и практических вычис-               
лений. 

Других точных (в линейном прибли-           
жении) решений за прошедшее столетие не 
было найдено. Более того, даже решение 
Хавелока детально не исследовано. Нам не 
известны даже попытки численно оценить 
интеграл в его формуле для  . Различные 
обобщения теории Хавелока [9; 50–53] пре-          
имущественно нацелены на вычисление 
силы волнового сопротивления. 

В настоящей работе предложено новое 
решение задачи о возбуждении корабельных 
волн при поступательном движении заглуб-              
ленного шара. В отличие от большинства 
цитированных выше работ, которые сосре-             
доточены на вычислении волнового сопро-              
тивления движущемуся объекту, нашей 
целью является вычисление возвышения   
свободной поверхности жидкости, а не вол-              
нового сопротивления. Мы получили новое 
выражение для  . Как и в решении Хавело-               
ка, оно содержит два члена. Но в нашем 
решении каждый член содержит однократ- 
ный интеграл и обращается в ноль при 

0V  . В пределе малых и больших чисел 
Фруда  

= / ,F V gh  (1)

где h – глубина погружения шара, эти ин-          
тегралы удается вычислить и получить срав-             
нительно простые асимптотические выраже-             
ния для  . Исследование этих асимптотик 
показывает, что первое слагаемое можно 
интерпретировать как описывающее «горб 
Бернулли» (Bernoulli Hump), а второе сла-              
гаемое – «клин Кельвина» (Kelvin wedge). 

В отличие от Хавелока, мы не вводим 
искусственную вязкость, чтобы обеспечить 
сходимость интегралов. Мы начинаем с то-           
го, что записываем решение нестационар-          
ной задачи, предполагая, что когда-то в 
прошлом шар был неподвижен. Переходя               
в нашем решении к пределу движения с 
постоянной скоростью, мы автоматически 
получаем правило обхода особенности в 
подынтегральном выражении, которое со-           
вершенно аналогично правилу обхода Лан-                 
дау в физике плазмы [54–56]. Сама же осо-               
бенность в подынтегральном выражении 
соответствует черенковскому резонансу  

cos = / ,V k   (2)

который порождает гравитационные волны 
с частотой  
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= gk  (3)

 
и волновым вектором k , составляющим 
угол θ с направлением скорости. В отличие 
от черенковского излучения электромагнит-         
ных волн в оптике [57–59], где фазовая 
скорость / k  имеет строго определенное 
значение (равное скорости света в среде), 
вследствие дисперсии скорости гравита-            
ционные волны излучаются во всем диапа-            
зоне углов θ от 0 (вперед по направлению 
движения тела) до π (против направления 
движения). Каждому значению угла θ отве-         
чает определенное значение волнового 
числа  

2 2
( ) = .

cos

g
k

V



 (4)

 
Как следствие, наименьшее волновое число 
(т. е. наибольшая длина волны), совмести-          
мое с условием черенковского резонанса, 
есть  

2= / .gk g V  (5)

 
Следует пояснить, что понятие черенков-           

ского резонанса в теории корабельных волн 
не употребляется. Вместо него говорят об 
условии стационарности (the stationary con-             
dition). 

Далее мы будем придерживаться следую- 
щего плана изложения. В разделе «Гравита- 
ционная волна на поверхности жидкости» 
для удобства воспроизведем в сокращенном 
виде вывод уравнения таких волн, следуя 
работе [60], чтобы напомнить основные 
предположения, положенные в основу тео- 
рии. В следующем разделе мы построим об- 
щее решение задачи о возбуждение кора- 
бельных волн нестационарным (перемен- 
ным) источником давления на поверхности 
жидкости. Затем, в разделе «Возбуждение 
корабельной волны заглубленным шаром», 
покажем, как перенести это решение на 
случай заглубленного объекта. В разделе 
«Преобразование Петерса» мы завершим 
вывод формул для возвышения поверхности 
жидкости, выполнив преобразование кон- 
тура интегрирования, которое мы назвали 
преобразованием Петерса в честь его рабо- 
ты [14]. В последующих двух разделах по- 
лучим приближённые формулы для пре- 
дельных случаев 1F   и 1F   соответ- 
ственно. В разделе «Профиль корабельной 

волны» обсудим качественные различия в 
форме поверхности жидкости при разных 
значениях числа Фруда. В Заключении 
представим выводы. В Приложении A по- 
кажем, как из наших формул получаются 
формулы Хавелока. 

 
Гравитационная волна  
на поверхности жидкости 
 
Допустим, что движение жидкости мож-               

но считать потенциальным, так что ее ско-                 
рость ( , )tv r  в любой точке в любой момент 
времени может быть выражена через гра-         
диент потенциала ( , )t r :  

= .v  (6)
Условия такого приближения подробно 

изложены в 6-м томе «Курса теоретической 
физики» [60]. Кроме того, будем полагать, 
что скорость течения существенно меньше 
скорости звука в жидкости, поэтому жид-             
кость можно рассматривать как несжимаемую 
среду. Тогда  

div = 0v  
и потенциал скорости удовлетворяет урав-          
нению Лапласа  

2 = 0.   
В потенциальном течении несжимаемой 
жидкости скорость связана с давлением p  и 

плотностью   уравнением  

21
= ( ),

2

p
v gz f t

t


  

 
 

где ( )f t  – произвольная функция времени, 

а слагаемое gz  добавлено, чтобы учесть 
гравитационное поле. Здесь и далее мы вы-           
бираем декартову систему координат, в ко-                       
торой плоскость xy  лежит на равновесной 
поверхности жидкости, а ось z направлена 
вертикально вверх. В рамках линейного 
приближения слагаемое 21 2v  в последнем 
уравнении можно отбросить, поскольку оно 
содержит квадрат скорости. Функцию ( )f t  
можно исключить, переопределив потен-              
циал ϕ (добавление к ϕ функции одного 
только времени не меняет v ). Однако мы 
заменим ( )f t  константой 0 /p  , которую 
чуть позже выберем так, чтобы упростить 
последующие преобразования. Тогда  

0= / .p p gz t    (7)
Обозначим через ζ координату z точки на 

поверхности жидкости; ζ является функцией 
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трех переменных: x, y и t. В равновесии 
ζ = 0. При колебаниях поверхности ζ задает 
вертикальное смещение поверхности. 

Пусть на поверхность жидкости дей-         
ствует постоянное давление 0p . Тогда, в со-         
ответствии с уравнением (7), на этой по-               
верхности имеет место соотношение  

( , , ) ( , , , ) = 0.g x y t x y t
t


   


 (8)

Если величина вертикального смещения ζ 
мала по сравнению с длиной волны коле-            
баний, вертикальная компонента скорости 
точки на поверхности приблизительно равна 
производной по времени от ζ:  

= .zv
t




 (9)

С другой стороны, = /zv z  , поэтому  

2

2

( , , , ) = ( , , ) =

1
( , , , ).

x y t x y t
z t

x y t
g t

 
  

 


   


 

Для колебаний с малой амплитудой мы 
можем заменить в последнем уравнении 
значения производных потенциала при 

=z   на их значения при z = 0. Так мы 
приходим к системе линейных дифферен-      
циальных уравнений в частных производ-         
ных для описания движения жидкости в 
гравитационном поле:  

2 ( , , , ) = 0,x y z t   (10)
2

2

1
( , ,0, ) ( , ,0, ) = 0.x y t x y t

z g t

 
  

 
 (11)

Рассмотрим волны на поверхности жид-             
кости, площадь которой неограничена, а 
глубина велика по сравнению с любой дли-          
ной волны, представляющей интерес. Этот 
случай называется приближением глубокой 
жидкости. В глубокой жидкости вместо по-             
становки граничного условия на дне во-           
доема накладывают требование, что 0  

при z  . 
Отдельную волну на поверхности жид-          

кости удобно характеризовать двумерным 
волновым вектором  

= ( , ,0).x yk kk  

Частное решение, соответствующее волне с 
круговой частотой ω, можно искать в виде  

= ( )cos( ).x yz k x k y t     

Подставляя это выражение в уравнение (10), 
получаем уравнение  

2
2 2

2
( ) = 0x y

d
k k

dz


    

на функцию ( )z . Его решение, убывающее 

вглубь жидкости, пропорционально exp( )kz  
c показателем экспоненты  

2 2= ,x yk k k  (12)

имеющим смысл волнового числа. Следова-           
тельно,  

= cos( ),kz
k y ye k x k y t     (13)

где k  – амплитуда потенциала, не зави-          
сящая от x, y, z и t. Полученное решение 
должно также удовлетворять граничному 
условию (11). Подставляя туда (13), полу-            
чаем дисперсионное соотношение  

2 = kg  (14)
между волновым числом и частотой гра-          
витационной волны. 

Наконец, возвышение ζ поверхности 
можно найти, подставляя (13) в уравнение 
(8), где второй член вновь можно взять при 
z = 0. Это дает  

= sin( ).k x y

k
k x k y t   


 (15)

Произвольное решение системы линейных 
уравнений (10) и (11) можно составить из 
суперпозиции частных решений (13), (15). 
Мы воспользуемся этим обстоятельством. 

 
Возбуждение корабельной волны  
источником давления 
 
Найдем решение уравнение Лапласа (10) 

для потенциала скорости с граничными 
условиями  

( , ,0, ) = ( , , ),x y t x y t
z t

 
 

 
 (16)

( , ,0, ) ( , , ) =

1
( , , ),

x y t g x y t
t

p x y t


  



  


 (17)

в плоскости z = 0, где задано внешнее поле 
давления ( , , )p x y t . Общее решение урав-               

нения Лапласа, убывающее при z  , за-            
писываем в виде  

( , , , ) = ( ) .
2 2

kz ik x ik yy x yx
k

dkdk
x y z t t e

 
 

   (18)

где 2 2= .x yk k k  Аналогично записываем 

возвышение поверхности  
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( , , ) = ( )
2 2

ik x ik yy x yx
k

dkdk
x y t t e


 

   (19)

и внешнее давление  

( , , ) = ( ) .
2 2

ik x ik yy x yx
k

dkdk
p x y t p t e


 

   (20)

Для k  и k  из граничных условий полу-             
чаем уравнения  

( ) = ( ),k kk t t
t


 


 

1
( ) ( ) = ( ).k k kt g t p t

t


    

 
 

Исключая из них ( )k t , приходим к обыкно-          
венному дифференциальному уравнению 
второго порядка на функцию ( )k t :  

2

2
( ) ( ) = ( ).k k k

k
t kg t p t

t


    

 
 (21)

Предположим, что в далеком прошлом 
внешнее давление отсутствовало и, следова-              
тельно, поверхность жидкости была совер-          
шенно плоской. При такой постановке 
задачи нужно считать, что ( ) 0k t   и 

( ) / 0k t t    при t  . Соответствую-           
щее решение уравнения (21) имеет вид  

( ) =

sin ( ) ( ) .

k

t

k

t

kg
kg t p d

g 



        
 (22)

Далее учтем, что  

( ) = ( , , ) .
ik x ik yx y

kp t dxd y p x y t e
 

   (23)

Сходимость интеграла в (22) для более-
менее реалистичных функций ( , , )p x y t  

гарантируется тем фактом, что ( , , )p x y t  

стремится к нулю при t  . Чтобы пе-       
рейти к случаю движения с постоянной 
скоростью, сохранив при этом сходимость 
интеграла (22) на нижнем пределе, выберем 
функцию ( , , )p x y t  в подходящем виде, 

добавив множитель exp( )t  с параметром 

> 0 :  

ˆ( , , ) = ( , );tp x y t e p x Vt y    (24)
позднее мы устремим   к нулю. Подставляя 
функцию (24) в интеграл (23), сделаем за-      
мену x x Vt  , которая соответствует пе-            
реходу в движущуюся систему отсчета, 
сопутствующую источнику давления. В ре-             
зультате находим, что  

ˆ( ) = ,
t ik Vtx

k kp t e p
    (25)

где  

ˆ ˆ= ( , ) .
ik x ik yx y

kp dxd y p x y e
 

   (26)

После подстановки (25) в (22) интеграл по 
времени легко вычисляется и мы получаем  

 2

ˆ
( ) = .

( )

t ik Vtk x
k

x

k p
t e

kg k V i

 
 

   
 (27)

Подставляя этот результат в (19), находим, 
что в неподвижной системе отсчета  

( )

2

ˆ1
( , , ) = .

2 2 ( )

t ik x Vt ik yx y
yx k

x

dkdk k p e
x y t

kg k V i

   


 
       

 
В системе отсчета, движущейся вместе с 
источником давления, в пределе 0  
получаем стационарную волну:  

2

( , , ) =

ˆ1
.

2 2 ( 0)

ik x ik yx y
yx k

x

x y t

dkdk k p e

kg k V i






 

    
 (28)

 
Этот результат совпадает с формулой 
(2.17b) из статьи [50], если учесть, что там 
рассматривалось движение в отрицательном 
направлении оси x , и поэтому нужно сде-            
лать замену V V . В других статьях [42; 
43] аналогичные формулы приведены без 
вывода, но там другой знак перед x yik x ik y  

в показателе экспоненты. По-видимому, 
указанное отличие не существенно для про-        
филей давления, обладающих определенной 
симметрией. 

Добавка 0i  в знаменателе подынтеграль-                
ного выражения в (28) символизирует, что 
особенность подынтегрального выражения в 
действительности смещена с контура ин-          
тегрирования в комплексную плоскость. 
Таким образом, 0i  в знаменателе дает пра-                
вило обхода особенности, аналогичное 
правилу обхода Ландау в теории колебаний 
плазмы. Мы получили это правило совер-              
шенно тем же методом, что и Ландау [54; 
55], а именно: мы исследовали процесс 
возбуждения гравитационных волн, решая 
начальную задачу с того момента, когда шар 
еще был неподвижен. Параметр > 0  был 
введен лишь для того, чтобы совершить 
предельный переход к случаю движения с 
постоянной скоростью. 

Интересно, что Лэмб, столкнувшись с 
проблемой расходимости интеграла из-за 
особенности на контуре интегрирования 
[10; 11], без каких-либо пояснений интер-            
претировал интеграл в смысле главного зна-                
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чения, но добавил к результату слагаемое, 
которое в сумме с интегралом обратило в 
ноль возвышение поверхности жидкости да-                     
леко впереди источника внешнего давления. 
Таким способом он получил правильный 
результат, но упустил возможность открыть 
правило обхода Ландау, которое нашло при-             
менение в самых разных областях физики 
(см., например, [61]). 

Возбуждение корабельной волны  
заглубленным шаром 
 
Пусть шар с радиусом a  движется со 

скоростью V  на глубине h  ниже равно-        
весной поверхности жидкости. Вновь ис-               
пользуем декартову систему координат x , 
y , z , введенную в предыдущем разделе. 
Будем считать, что шар движется парал-            
лельно оси x  прямолинейно, но, вообще го-             
воря, с переменной скоростью ( ) =V t  

= ( ) /d X t dt . 

Предполагая, что h a , будем искать 
решение уравнения Лапласа (10) в виде 
суммы  

0 1=     (29)
потенциала 0 , который является решением 
задачи о движении тела в неограниченной 
жидкости [60], и добавки 1 , которая необ-                   
ходима для выполнения граничных условий 
на поверхности жидкости. Суммарный по-              
тенциал   и возвышение (вертикальное 

смещение) поверхности   удовлетворяют 
граничным условиям (16) и (17), в которых 
нужно приравнять нулю внешнее давление 

p :  

( , ,0, ) = ( , , ),x y t x y t
z t

 
 

 
 (30)

( , ,0, ) ( , , ) = 0.x y t g x y t
t


  


 (31)

Обозначая текущую координату x  цент-             
ра шара через ( )X t , заметим, что первую 
часть потенциала  

0

3

2 2 2

( , , , ) =

( ) / 2

( ( )) ( )

x y z t

a V t

x x X t y z h





    

 (32)

при >z h  можно представить в виде ин-         
теграла  

0

(0)

( , , , ) =

( ),
2 2

kz ik x ik yy x yx
k

x y z t

dkdk
e t
  



 
 

 (33)

где  
3

( )(0) ( )
( ) = (2 ) .

2
kh ik X tx x

k

ika V t
t e

k
    (34)

Далее используем дополнительное предпо-              
ложение, что в далеком прошлом тело по-             
коилось до начала движения, т. е. ( ) = 0V   

и, следовательно, (0) ( ) = 0k  . Существен-        

но, что из-за множителя kze  подынтеграль-            
ное выражение в (33) нарастает вглубь жид-           
кости. Напротив, для 1  нужно взять реше-            

ние, убывающее при z  , как это 
сделано в предыдущем разделе. Поэтому по 
аналогии с формулой (18) имеем  
 

1

(1)

( , , , ) =

( ).
2 2

kz ik x ik yy x yx
k

x y z t

dkdk
e t

 



 
 

 (35)

 
Подставив теперь формулы (19), (33) и (35) 
в граничные условия (16) и (17) при 

( , , ) = 0p x y t  и исключив (1)
k , получим 

уравнение  
2

(0)
2

( ) ( ) = 2 ( )k k kt kg t k t
t t

 
    

 
 (36)

 
на функцию ( )k t . Поскольку оно отлича-              

ется от уравнения (21) заменой /kk p    в 

правой части на 2 /kk t   , все результаты, 
полученные в предыдущем разделе 3, пере-                 
носятся на рассматриваемый случай при 
помощи замены / 2 /k kp t    . Делая 
эту замену в формуле (22) и интегрируя 
затем по частям с учетом условия 

(0) ( ) = 0k  , находим, что  

(0)

( ) =

2 cos ( ) ( ) .

k

t

k

t

k kg t d




        
 (37)

Подставляя выражение (34) в формулу (37), 
сделаем замену ( )X t Vt , ( ) tV t Ve  c 

0  , чтобы перейти к пределу равномер- 
ного движения из начального состояния 

( ) 0V   . Тогда интеграл по времени уда- 
ется вычислить в общем виде: 

 3
2

.2
( )

x x xik Vt t
k

x

kh k V k V i

k V
a e

i kg
   

 
 




 

В пределе 0  в этом выражении нужно 

сохранить след от   только в знаменателе, 
поскольку он обращается в ноль, если 
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2 2 .xkg k V  
Таким образом, получаем 

( )2 2
3

2

( , , )

2 ,
2 2 ( 0)

x ykh ik x Vt ik y
yx x

x

dd e

x y t

kk k V
a

k V i kg

   

 

 
   

 

где слагаемое 0i  в знаменателе дает пра- 
вило обхода особенности, аналогичное прави- 
лу обхода Ландау в теории колебаний 
плазмы. 

Мы получили это правило совершенно 
тем же методом, как оно было получено 
Ландау, а именно: мы рассматривали про- 
цесс возбуждения корабельных волн, решая 
начальную задачу с того момента, когда шар 
еще был неподвижен. Параметр 0   был 
введен лишь для того, чтобы совершить 
предельный переход к случаю движения с 
постоянной скоростью. 

В последнем полученном выражении 
сделаем замену x x Vt  , чтобы перейти в 
систему отсчета движущегося шара: 

2 2
3

2

( , ) =

(2 ) .
2 2 ( 0)

kh ik x ik yx y
yx x

x

x y

dkdk k V e
a

k V i kg

  



 
   

 (38)

Экспоненциальный множитель khe  в 
подынтегральном выражении в (38) вносит 
естественный масштаб волнового числа 

1 /hk h . Другой масштаб 2/gk g V  опре- 

деляет координата особенности в подын-           
тегральном выражении. Поэтому следует 
ожидать, что в функции ( , )x y  будут доми-                  

нировать длины волн h h   и 2 /g V g  . 

Укажем, что формулы Хавелока для воз-          
вышения поверхности [7; 8] можно полу-         
чить, если в (37) выполнить еще одно ин-              
тегрирование по частям.  

 
Преобразование Петерса 
 
Переходя к вычислению интеграла (38), 

вначале выполним интегрирование по 
переменной xk :  

2 23

2

( , ) =

.
2 ( 0)

kh ik xxik yy x
y x

x

x y

k V ea
dk e dk

k V i kg

  

 




   

 (39)

Подынтегральное выражение в  
2 2

2
0 ( 0)

kh ik xx
x

xC
x

k V e
dk

k V i kg

 

   (40)

имеет полюса первого порядка в точках  

0

2 4 2
0 2

= ,

= 1 1 4 / ,
2

x

y

k k

g
k k V g

V



 
 (41)

где обращается в ноль знаменатель подын-          
тегрального выражения. Если учесть мни-                
мую добавку 0i  в знаменателе, то полюса 
будут смещены с вещественной оси Re xk . 
Смещение происходит в нижнюю половину 
комплексной плоскости = Re Imx x xk k i k , 

если > 0V , и в ее верхнюю половину, если 
< 0V . Это означает, что контур интегри-                

рования в (40) обходит эти точки сверху при 
> 0V  и снизу при < 0V . Остановимся по-              

дробнее на случае > 0V , для которого 
контур интегрирования 0C  показан на 
рис. 1. 

Чтобы преобразовать интеграл к виду, 
более пригодному для вычислений, дефор-    
мируем исходный контур 0C , смещая его в 
верхнюю или нижнюю полуплоскости ком-     
плексной переменной xk . При таком смеще-              
нии контур интегрирования «зацепляется» 
за особенности подынтегрального выраже-        
ния. Кроме полюсов первого порядка 

0=xk k , подынтегральное выражение в (40) 

в комплексной плоскости xk  имеет две точ-           

ки ветвления 2=x yk i k , в которых = 0k . 

Выбирая ту ветвь квадратного корня 
2 2= x yk k k , которая положительна при ве-         

щественных xk , yk , проведем разрезы вдоль 

мнимой оси из точки ветвления 2=x yk i k  

в верхней полуплоскости Im > 0xk  вверх до 

=xk i  , а в нижней полуплоскости 

Im < 0xk  – из точки 2=x yk i k  вниз. 

Согласно лемме Жордана [62. С. 232], 
интеграл по полуокружности бесконечного 
радиуса в верхней полуплоскости обраща-      
ется в ноль, если > 0x , тогда как интеграл 
по бесконечной полуокружности в нижней 
полуплоскости обращается в ноль, если 

< 0x . 
Дополняя исходный контур интегрирова-        

ния 0C  такими окружностями, с помощью 
основной теоремы вычетов [62. С. 232] не-      
трудно доказать, что интеграл по контуру 

0C  при > 0x  равен интегралу по контуру 

1C , который проходит по берегам разреза
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Рис. 1. Контур интегрирования в комплексной плоскости xk  при > 0V : исходный контур 

интегрирования 0C  (черная линия) обходит сверху полюса подынтегрального выражения в точках 

0=xk k ; при > 0x  деформированный контур 1C  (синяя линия) в верхней полуплоскости 

приходит из бесконечности i   по левому берегу разреза 2[ , )yi k i , обходит снизу точку 

ветвления 2=x yk i k  и уходит на бесконечность по правому берегу разреза; при < 0x  

деформированный контур 2C  (красная линия) обходит вокруг полюсов в точках 0=xk k  в 

направлении часовой стрелки и проходит по берегам разреза 2[ , )yi k i   , обходя сверху точку 

ветвления 2=x yk i k  в нижней полуплоскости 

 
 
 

в верхней полуплоскости, как показано на 
рис. 1. Действительно, соединив контуры 

0C  и 1C  дугами бесконечной полуокруж-        
ности, получим замкнутый контур. Интег-       
рал по такому контуру равен нулю, по-        
скольку не содержит полюсов внутри.          
С другой стороны, он равен разности ин-         
тегралов по контурам 0C  и 1C , поскольку 
интеграл по бесконечной полуокружности 
равен нулю. Следовательно,  

0 1

( ) ( ) = 0,x xC C
dk dk    (42)

если > 0x . Таким же способом можно дока-       
зать, что при < 0x  разность интегралов по 
контурам 0C  и 2C  равна сумме вычетов в 

полюсах 0=xk k , умноженной на 2 i  , по-              
скольку эти полюсы попадают внутрь 
замкнутого контура, который обходит их в 

отрицательном направлении (в направлении 
часовой стрелки):  

0 2

= 0

( ) ( ) =

2 ( ).

x xC C

k kx

dk dk

i Res




  

 


 


 (43)

Интеграл по контуру 1C  при > 0x  запи-          
шем в виде суммы интегралов по левому и 
правому берегам разреза в верхней полу-            
плоскости:  

   
2 0 0

20 01

( ) = .
i k iy

x x xC i i ky

dk dk dk
 

 
      

В интеграле по левому берегу (первое сла-           

гаемое) сделаем замену 2 2= 0x yk i k   , 

при этом 2 2 2= = =x yk k k i i    , если 

условиться, что на этом берегу < 0 . В ин-    
теграле по правому берегу (второе сла-    
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гаемое) сделаем замену 2 2= 0x yk i k   , 

при этом 2= =k i i   , если здесь > 0 . 
Таким образом, первое слагаемое преобра- 
зуется к интегралу по   от   до 0 , а 
второе – от 0  до  . Учитывая также, что 

=x xk dk d  , имеем  

1

2 2
2 2

2 2 2

( ) =

.
/

xC

i h k xy
y

y

dk

i k e
d

k i g V

    




  
 

   







 (44)

Аналогичным образом, интеграл по кон-        
туру 2C  при < 0x  запишем в виде суммы 
интегралов по левому и правому берегам 
разреза в нижней полуплоскости:  

   

2

2 0 0

20 0

( ) =

.

xC

i k iy
x xi i ky

dk

dk dk
   

   
 



 



 
 

В интеграле по левому берегу (первое сла-            

гаемое) сделаем замену 2 2= 0x yk i k    , 

при этом 2 2 2= = =x yk k k i i    , если 

считать, что > 0 . В интеграле по правому 
берегу (второе слагаемое) сделаем замену 

2 2= 0x yk i k    , при этом 2= =k i   

= i , если < 0 . Таким образом, первое 
слагаемое преобразуется к интегралу по   
от   до 0 , а второе – от 0  до  .                
В результате получаем выражение, которое 
отличается от (44) заменой x  на x . Объ-           
единяя оба интеграла по контурам 1C  и 2C  

и восстанавливая интегрирование по yk , 

введем функцию  

0

2 2 | |2 23

2 2 2

( , ) =

.
2 /

i h k xy
ik y yy

y
y

x y

i k ea
dk e d

k i g V

    
 

 



  
 

     
 

(45) 
Она четна по обеим координатам x , y . 

Вклад вычетов в (43) порождает функ-      
цию  

3

1
= 0

( , ) = 2 ( ) ,
2

ik yy
y

k kx

a
x y dk e i Res






 
      

   

так что полное решение при < 0x  (мы по-
прежнему анализируем случай > 0V ) есть  

0 1( , ) = ( , ) ( , ).x y x y x y     (46)

Вычет в точке 0=xk k  равен пределу 

0xk k  подынтегрального выражения, 

умноженного на  0xk k  . В результате 

несложных вычислений находим, что  

 
 

1

3 2
0

01/24 2 2

=

2
sin | | ,

1 4 /

ik y k hy

y

y

k k ea V
dk k x

g V k g

 






 



(47) 

где  
2 2
0

4 2 2
2

= =

1 1 4 /
2

y

y

k k k

g
V k g

V

 

    

 (48)

и мы учли, что = | |x x . 
Переход к случаю < 0V  довольно прост. 

При смене знака скорости достаточно 
просто изменить знак координаты x . По-           
скольку функции 0  и 1  определены так, 
что они не зависят от знака скорости, ре-                         
зультат наших вычислений можно пред-           
ставить в следующей универсальной форме, 
пригодной для любого знака V :  

0 1

( , ) =

(| |, ) (| |, ) ( ),

x y

x y x y H Vx


    

 (49)

где ( )H z  – функция Хэвисайда, равна 1 при 

> 0x  и 0 при < 0x . Заметим также, что 
функции 0  и 1  вещественны, хотя 
подынтегральные выражения в их опреде-      
лении комплексны. Это следует из того 
факта, что комплексное сопряжение подын-               
тегральных выражений в (45) и (47) экви-         
валентно смене знака переменной интегри-                  
рования yk . 

Формулу (45) полезно представить в виде  

0

3 2
cos sin | |

20

( , ) =

sin
,

2 ( / )sin
iqy iqh q x

x y

a iq
d dqe

q i g V

   






 

   
(50) 

сделав замену переменных  
= cos , = sin .yk q q    (51)

Она не имеет очевидного физического 
смысла, но позволяет выполнить интегриро-           
вание по переменной q :  


3 2

0 4 2

sin
( , ) = 1 sin

2

ia g
x y d iR

V R






    

   

sin 2 2 Ci( sin ) Si( sin )sin
iRe R R i R       

ln( ) ln( / sin ) ln( sin ) ,R i R       (52)
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где  

 2= ( / ) | | cos sin ,R g V x iy ih     

Ci( ) = cos( ) / ,
z

z t tdt


  

0
Si( ) = sin( ) / .

z
z t tdt  

Функции логарифма ln( )z с и интегрального 

косинуса Ci( )z  (в отличие от интегрального 

синуса Si( )z ) в комплексной плоскости 

имеют разрывы на берегах разреза от 0  до 
 , но подынтегральное выражение в (52) 
всюду непрерывно. 

Подынтегральное выражение в (52) в 
пределе 0x   получает особенность в двух 
точках на интервале [ , ]   , где 

= /y h . Эта особенность является след-             

ствием расходимости интеграла по q  в (50) 

при = 0x . 
Наконец укажем, что метод преобразо-   

вания двукратного интеграла (39), описан-                 
ный в этом разделе, инспирирован работой 
Петерса [14]. Мы усовершенствовали его 
метод, значительно сократив количество 
замен переменных интегрирования. 

 
Предел 1F   
 
Функции 0 ( , )x y  и 1( , )x y  в формуле 

(49) удается вычислить в пределе, когда 

число Фруда = /F V gh  мало, 1F  . Этот 

случай можно также назвать пределом 
малых скоростей. При 0V   в формуле 
(50) для 0 ( , )x y  достаточно оставить 

только последнее слагаемое 2( / )sini g V   в 
знаменателе подынтегрального выражения:  

3 2
2 cos sin | |

0 0
= .

2
iqy iqh q xa V

d dqq e
g

   


 

    (53)

Получившийся интеграл удается вычислить:  
3 2 2

2 2 cos | |
0 2 0

= =
2

iq h y q xa V
d dqe

g x

   




 

     

3 2 2 2 2

2 2 2 5/2

2
= ,

( )

a V h x y

g x y h

 


 
 (54)

причем результат оказывается ровно в 2  ра- 
за больше, чем возвышение уровня, вычис- 
ленное по формуле (31), если в нее 
подставить только потенциал шара в со- 
путствующей системе отсчета  

3

0 2 2 2

/ 2
( , , ) =

( )

a V
x y z

x x y z h




   
 

и учесть, что при переходе в эту систему 
производную по времени / t   нужно за- 
менить на /V x  . Данный факт имеет 
простое объяснение. Действительно, если 
выбрать  

1 0( , , ) = ( , , ),x y z x y z    (55)

сумма 0 1=     автоматически удовлетво- 
рит граничному условию  

= 0,
z




 (56)

которое является предельной формой гра- 
ничного условия (30) при 0V  , поскольку 
правая часть (30) пропорциональна V . Под- 
становка же 0 0( , , ) ( , , )x y z x y z     в (31) 
приводит к полученному выше результату 
(53). 

Формула (53) описывает углубление, рас- 
положенное над центром шара. Его глубину  

3 2 3
2

0 2 2
=

a V a
F

h gh h
   (57)

можно использовать как оценку амплитуды 
смещения поверхности жидкости в случае 

1F  . 
Чтобы вычислить второе слагаемое 

1( , )x y  в формуле (49) в пределе малых 
скоростей, подставим  

2 2 2

2 2 2
0

/ / ,

/ / 2

y

y

k g V k V g

k g V k V g

  

 
 

в интеграл (47) там, где k  и 0k  входят в 
аргументы показательной и тригонометри- 
ческой функции, и пренебрежем поправка- 
ми, квадратичными по V , в других случаях. 
Полученный таким образом интеграл  

 

3 2 2 2/ /

1 2

2 2 2

2
=

sin | | /2 | | /

ik y hk V g gh Vy y
y

y

a g
dk e

V

k V x g g x V

  


  

 

  (58)

мы вычислили с помощью программы 
Wolfram Mathematica [63]:  

 
3 3/2 2 2 2

1 3 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 4
= exp

| | 4

1 | | 8 2
Im exp .

2 42 | |

a g gh h x y

V V h x

g x h x y
i

V h xh i x

   
    

   
      

(59) 
 
Используя этот результат, нетрудно оценить 
амплитуду первой (самой глубокой) впади- 
ны на профиле 1( , )x y :  
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3 3/2

1 23
min = 2 exp .

| |

a g gh

VV h

     
 

 (60)

 
Сравнивая ее величину с выражением (53), 
заключаем, что в пределе малых чисел 
Фруда 1 0| | | |  . 

Формула (59) обеспечивает неплохую 
точность даже при 1F  . Этот факт ил- 
люстрирует рис. 2, где проведено сравнение 
расчета функции ( , )x y  по точной (47) и 
приближенной (59) формулам при = 0,5F . 
Расчет выполнен с помощью программы

 

 
 

Рис. 2. Изолинии функции 3 2 1( / )a h    при = 0,5F :  
слева – точный расчет по формуле (47), справа – приближенный расчет по формуле (59) 

 
 

 
Рис. 3. Изолинии функции 3 2 1( / )a h    при = 3F :  

a – точный расчет по формуле (47); b – приближенный расчет по формуле (63) 
 
 
 
Wolfram Mathematica 9 [63], причем при- 
ближенные вычисления заняли в 1 500 раз 
меньше времени. 

 

Предел 1F   
 
В пределе больших чисел Фруда, 1F  , 

главный член разложения 0  не зависит от 
скорости:  

0

3
cos sin | |

0

=

sin
2

iqy iqh q xa
d dqiq e

   





   
  

 

3

2 2 2 3/2
.

( )

a h

x y h


 
 

(61)

В этом случаем функция 0 ( , )x y  описывает 
выпуклость на поверхности жидкости, ко- 
торую в зарубежной литературе называют 
«горбом Бернулли» (Bernoulli hump). Его 
высоту  

3

0 2
=

a

h
  (62)

можно использовать как оценку амплитуды 
смещения поверхности жидкости в случае 

1F  . 
Чтобы вычислить интеграл (47) в пределе 

больших скоростей, подставим  
2 2

2 4
02 4

, .
2

y
y

k gg
k k k

V V     

Полученный интеграл  
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вновь сумела вычислить программа Wolfram 
Mathematica [63]:  

 
 

2 23
2/2

1 23 2 2

4
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gh V

g x V h ya g
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2 2 2
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2 Re
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exp erfi ,
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hV gx iV y

h iy

g xgx

V h iy V h iy

  
   

              

 

(63) 
где erfi( ) = erf ( ) /z iz i  – комплексная функ- 
ция ошибок. Минимум функции (63) дости- 
гается на расстоянии 1,19 =x Fh   

 1 2
= 1,19V h g  на оси x  позади шара, где 

формируется впадина на поверхности 
жидкости, следующая за горбом Бернулли 
(61). Ее глубина  

3

1 2
= 1,47

a

Fh
   (64)

может использоваться для оценки величины 

1  по порядку величины. При этом оказы-

вается, что вновь 1 0| | | |  , как и в случае 
1F  , если сравнивать амплитуды функций 

1  и 0 . Однако, как видно на рис. 3, в 
случае 1F   на краях клина Кельвина, 
наоборот, 1 0| | | |  . Кроме того, амплиту- 

ды 1  и 0  имеют один порядок величины 
при 1F  . 

На рис. 3 проведено сравнение расчета 
функции 1( , )x y  по точной и приближен- 
ной формулам при = 3F . Расчет выполнен 
с помощью программы Wolfram Mathema- 
tica 9 [63], причем приближенные вычисле- 
ния заняли в 500 раз меньше времени. 

 

Профиль корабельной волны 

 
Чтобы продемонстрировать принципи-

ально большие изменения в геометрической 
форме возмущений поверхности жидко- 
сти, которые происходят по мере увеличе- 
ния числа Фруда, на рис. 4 мы построили 
профиль возвышения поверхности ( ,0)x  в 
плоскости xz , проходящей через центр ша- 
ра. Результаты расчетов по точным фор- 
мулам (47), (49) и (52) изображены на рис. 4 
непрерывными линиями для шести значе- 
ний параметра Фруда. На этом же рисунке 
пунктиром показан результат расчета по 
приближенным формулам (54) и (59), пред- 
назначенным для случая 1F  , а точками –  

 

 
Рис. 4. Профиль корабельной волны в центральном сечении = 0y  при различных 

значениях числа Фруда: a – = 0,3F , / = 0,57g h ; b – = 0,45F , / = 1,27g h ; c – 

= 1,0F , / = 6,28g h ; d – = 1,5F , / = 14,13g h ; e – = 2,0F , / = 25,1g h ;  

f – = 3,0F , / = 56,55g h  
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Рис. 5. Профиль корабельной волны при различных значениях числа Фруда: 
a – = 0,3F , / = 0,57g h ; b – = 0,45F , / = 1,27g h ; c – = 1,0F , / = 6,28g h ; d – = 1,5F , / = 14,13g h ;  

e – = 2,0F , / = 25,13g h ; f – = 3,0F , / = 56,55g h  

 
 
 
по приближенным формулам (61) и (63), 
предназначенным для случая 1F  . 

На рис. 5 для тех же значений числа 
Фруда показаны двумерные карты возвы- 
шения поверхности жидкости. Как видно из 
анализа рис. 4 и 5, при значениях числа 
Фруда = 0,3F  и меньше в форме воз- 
мущения поверхности жидкости преоб- 
ладает масштаб глубины погружения шара 
h  (см. рис. 4, a и 5, a). Однако уже при 

= 0,45F  (см. рис. 4, b и 5, b), когда длина 

волны 2= 2 /g V g  , соответствующая 

черенковскому резонансу, превысит глу- 

бину погружения h , резонансные (ко- 
рабельные) волны начинают доминировать 
на профиле возвышения поверхности. При 

1F   отчетливо формируется клин 
Кельвина (см. рис. 5, c, d). Он состоит из 
двух типов волн. Боковые волны кон- 
центрируются на краях клина. Их фронты 
приблизительно параллельны краям клина. 
Внутри клина распространяются попереч- 
ные волны. Их фронты перпендикулярны 
траектории движения шара. При дальней- 
шем увеличении числа Фруда доминиру- 
ющая длина волны постепенно увеличива- 
ется, возмущение поверхности все более 
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концентрируется вблизи краев клина (см. 
рис. 5, e, f), поперечные волны постепенно 
исчезают, а угол при вершине клина 
Кельвина уменьшается. 

 
Заключение 
 
В настоящей работе предложен метод 

решения в линейном приближении неста- 
ционарной задачи о возбуждении корабель- 
ных волн подводным объектом, который 
движется с произвольной скоростью в не- 
вязкой жидкости. Вертикальное смещение 
поверхности жидкости, создаваемое подвод- 
ным объектом, в общем случае вычисляется 
по формулам (19), (33) и (37).  

Тестовая проверка предложенного мето-
да проведена путем сравнения результатов, 
полученных с его применением, для сравне- 
ния с имеющимися в литературе результа- 
тами для случая шара, который движется на 
большой глубине с постоянной скоростью 
по прямой траектории, параллельной по- 
верхности жидкости. Вертикальное смеще- 
ние поверхности жидкости в этом случае 
дает формула (49). Она содержит два сла- 
гаемых 0  и 1 , которые выражаются одно- 
кратными интегралами (47) и (50) соответ- 
ственно. Эти слагаемые выделены при 
помощи преобразования контура интегриро- 
вания в комплексной плоскости, которое мы 
назвали преобразованием Петерса. Оно 
устраняет полюс в подынтегральном выра- 
жении промежуточных вычислениях, прави- 
ло обращения с которым эквивалентно пра- 
вилу обхода Ландау, известному в теории 
ленгмюровских колебаний в плазме. В пре- 
деле малых и больших значений числа 

Фруда = /F V hg  получены асимптотиче- 

ские выражения для 0  и 1 . Установлено, 
что в обоих предельных случаях первое 
слагаемое 0  в формуле (49), которое 
описывает «горб Бернулли», как правило, 
доминирует по отношению ко второму 
слагаемому 1 , которое описывает «клин 
Кельвина». Однако это второе сла- 
гаемое 1  сопоставимо с первым при 1F  . 

Более того, 1 0| | | |   на краях клина Кель- 
вина при 1.F   

Отмечено, что имеющееся в научной ли-
тературерешение Хавелока для задачи о 
стационарном дви- 
жении погруженного шара также содержит 

два слагаемых, одно из которых выражено 
рациональной дробью, а другое содержит 
двумерный интеграл. Этим слагаемым не 
удается придать ясного физического смы- 
сла. В частности, они не обращаются в ноль, 
если скорость шара стремится к нулю, тогда 
как вертикальное смещение поверхности 
жидкости в этом случае должно быть всюду 
равно нулю. Иными словами, в решении 
Хавелока пространственный рельеф смеще- 
ний поверхности жидкости вычисляется как 
результат почти полного взаимного сокра- 
щения двух больших слагаемых. По этой 
причине формулы Хавелока малопригодны 
для получения оценок и практических. 

Сравнение результатов расчета верти- 
кального смещения поверхности жидкости 
для разных значений числа Фруда показало 
принципиальное различие формы поверх- 
ности при больших и малых значениях F .  
В частности, установлено, что клин Кельви- 
на не образуется при 0,3F  . Подтвержден 
вывод о том, что угол при вершине клина 
Кельвина уменьшается по мере увеличения 
F , если > 1F . 

 
 

Приложение 
 
Сравнение с решением Хавелока 
 
Преобразуем (37) к формуле (24) из 

статьи Хавелока [8]:  
3

3 /2
3/2 02 2 2

( , , ) = ua h
x y t a due

x y h

   
   

  

 2 2
00

( ) sin ,khdkk kge J k x cu y kgu
       

(65) 
где =c V  и 0  . Для этого введем 
функцию  

3
( )(0) /2( ) = (2 ) ,

2
kh ik X t tx

k

a
t e e

k
      (66)

c > 0 , такую что  

(0) (0)( ) = ( )k kt t
t


 


 

в пределе 0 , см. (34). Через нее можно 

выразить ( )k t , если в (37) выполнить еще 
одно интегрирование по частям:  
 

(0)

(0)

( ) = 2 ( )

2 sin ( ) ( ) .

k k

t

k

t k t

k kg kg t d


   

       
 (67)
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Множитель /2te  в (66) гарантирует, что 
функция (0) ( )k t  стремится к нулю при 

t  , и обеспечивает законность опера- 
ции интегрирования по частям. 

Вычислим ( , , )x y t , выполнив обратное 
Фурье-преобразование по формуле (19). 
При этом первое слагаемое в (67) дает 
выражение  

 (0)

3 /2

3/22 2 2

2 ( ) =
2 2

,
( ( ))

ik x ik yx yx x
k

t

dk dk
e k t

a he

x X t y h





 
 


    


 (68)

которое при = 0  совпадает с первым 
слагаемым в формуле (65), если перейти в 
систему отсчета, движущуюся вместе с ша- 
ром (в этой системе ( ) = 0X t ). Выполняя 
Фурье-преобразование над вторым слагае- 
мым, сделаем замену переменных интегри- 
рования = cos( )xk k  , = sin( )yk k  . Тогда 

интеграл по углу   удается выразить через 
функцию Бесселя 0J  с помощью формулы  

cos( )
0

1
( ) = .

2
iJ e d

  


 

   

В итоге второе слагаемое дает результат  
 

 (0)

2 2

2 sin ( ) ( ) =

ik x ik yx yx x

t

k

dk dk
e

k kg kg t d






 

        




 

 
3

0

2 2
0

=

( ( )) sin ( ) ,

t kha d e dkk kge

J k x X y kg t

 


 

       

 
 

который совпадает со вторым слагаемым в 
формуле (65), если подставить ( ) =X V  , 

= 0t , сделать замену   . 
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A METHOD OF SOLVING A NON-STATIONARY PROBLEM  
OF SHIP WAVES EXCITATION BY A SUBMERGED OBJECT 

 
We propose and develop a method of solving the problem of exciting ship waves by a sub-

merged object that moves in a non-viscous fluid at a variable velocity. The case of the flush ball 
moving at constant velocity parallel to the surface of the liquid is considered to validate the pro-
posed method by comparing the results with data reported earlier by other authors. Asymptotic ex-
pressions are derived describing the elevation of the liquid surface in the limit of small and large 
values of the Froude number. The exact solution is represented as two summands, each of them be-
ing reduced to one-dimensional integral. One summand describes the “Bernoulli hump”, and anoth-
er - the “Kelvin wedge.” 

Keywords: gravity waves, ship waves, Kelvin wedge, Bernoulli hump, submerged object.  


